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I. ТРЕУГОЛЬНИКИ   
 

ЧАСТЬ 1. Признаки равенства треугольников. 
Углы треугольника. Соотношение между сторонами  

и углами треугольника. Средняя линия. Высота. Медиана.  
Биссектриса. Равнобедренные треугольники. 

Прямоугольные треугольники 
 

Определения и теоремы 
 

 Определение.    , 
  ,    
,     .   называются 
 ,     . 
,   ,   
. 
 Определение.    ,   
      
    ,   
  . 
 Теорема I. Признаки равенства треугольников. 

 1.        
    
       
,    : 

АВ = А1В1,    ВС = В1С1,  
АВС = АВС  АВС = А1В1С1. 

 2.        
   соответственно 
       
,    : 

АС = А1С1,  ВАС = В1А1С1,   
ВСА = В1С1А1   АВС = А1В1С1. 

 3.      соответственно 
  ,   треугольники : 

АВ = А1В1,  АС = А1С1,  ВС = В1С1    АВС = А1В1С1. 
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 Теорема II.     180: 
 А + В + С =  180. 

 Определение. Внешним углом   , 
 -        
(ВСD – внешний угол  АВС). 
      Теорема III.   треугольника 
   ,  смежных  
: 

BCD = ВАС + АВС. 
 

 Теорема IV.     
треугольника   : 

a + b > c;   a + c > b;   b + c > a. 
 

 Теорема V.    боль-
шего    . 

  >     a > b. 
 

 Определение. Средней линией треугольни-
ка  , соединяющий -
   . 

D – середина АВ, Е – середина ВС  
 DЕ – средняя линия. 

 
 

 
 

 
 

 

 Теорема VI.   треугольника   
треугольника    . 

DЕ – средняя линия  DE||AC,  ||
2
1|| ACDE  . 

 Определение.  называется равнобедренным,  
   .     треугольнике 
 основанием. 
 Теорема VII.   -
  основания . 

АВ = ВС     ВАС  = ВСА. 
 Теорема VIII.      
,     . 

ВАС  = ВСА    АВ = ВС.    
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 Определение.   равносторонним,  
     . 
 Теорема IX.    треугольника 
 60. 

 Определение. Медианой треугольника 
называется отрезок, соединяющий  
  серединой противолежащей 
. 

 Теорема X.    пересекают-
ся         2 : 1,   

.  
АK, BN, CM – медианы, точка О – центр 

пересечения этих медиан; 

2
OM
CO

ON
BO

OK
AO . 

 Теорема XI.  AK = та треугольника,   

стороне а,      
422

222
2 acbта  , 

 а, b, с   . 
 Определение. Биссектрисой треугольника  , 

соединяющий вершину   , лежащей 
на противоположной стороне, и делящий 
внутренний угол треугольника пополам: 

BAD = CAD   AD – биссектриса. 
 Теорема XII.  произвольного 
    . 
 Теорема XIII.  треугольника 
  треугольника  отрезки, 
 прилежащим сторонам: 

AD – биссектриса     
AB
AC

DB
CD  . 

 Теорема XIV.     произ-
ведению      ,  
    : 

AD – биссектриса    AD2 = ACAB – CDDB. 
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 Определение. Высотой   , пер-
пендикулярный  ,  противопо-
ложную   ,        
: 

ВН  АС   ВН – высота. 

   

 Теорема XV. ,     произ-
вольного ,    . 

 
 

  Теорема XVI.  равнобедренном -
 , проведенная  
,    
: 

АВ = ВС,   BD – медиана   
  ВD – высота и биссектриса. 

  
Определение.   остроугольным,  

    90. 
   тупоугольным,      
 90. 
   прямоугольным,     
  90.     , 

Т O   
 . 



 8 

 ,  ,    , 
называется гипотенузой. 

 
 

 
 

 

     Теорема XVII. (Теорема Пифагора.)  
прямоугольном треугольнике квадрат гипоте-
нузы   квадратов катетов: 
              (АВС  = 90   а2 + b2

 = с2. 
 Теорема XVIII.  прямоугольном тре-
угольнике ,   гипотену-
зе,   : 

АСВ = 90, CD – медиана   
 AD = DB = CD. 

 Теорема XIX. ( соотноше-
ния  прямоугольном треугольнике.)  
прямоугольного    
геометрическое    
   : 

АСВ = 90, CD – высота  
AC
AB

АD
AС

 ,  

ABADAC  ,    
BC
BD

АВ
ВС

 ,   ABВDВC  . 

   ,   гипотену-
зу,       : 

 АСВ = 90, CD – высота  
DB
DC

DC
AD

 ,  

BDADDC  . 

Определение. Синусом    отношение 
   : 

АСВ = 90   
AB
BCA sin ,  

AB
ACB sin . 

 Косинусом    от-
ношение    : 

 АСВ = 90   
AB
ACA cos ,  

AB
BCB cos . 
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 Тангенсом     противолежа-
щего   : 

АСВ = 90   
AC
BCA tg ,  

BC
ACB tg . 

 Котангенсом     приле-
жащего   : 

АСВ = 90   
BC
ACA ctg ,  

AC
BCB ctg . 

 
    

   
 

  0 30 45 60 90 

 sin  0 
2
1  

2
2  

2
3  1 

 cos  1 
2
3  

2
2  

2
1  0 

 tg  0 
3

1  1 3  
Н -
 

 ctg  Н -
 3  1 

3
1  0 

        
     : 

cos(180 – ) = –cos;   sin(180 – ) = sin; 
tg(180 – ) = –tg;  ctg(180 – ) = –ctg. 

: 

cos120 = cos(180 – 60) = –cos60 = –
2
1 ; 

sin135 = sin(180 – 45) = sin45 = 
2
2 . 

Свойство прямоугольного треугольника. Катет, лежащий против 
угла 30, равен половине гипотенузы.  
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Теорема XX ( ). Квадрат  треуголь-
ника   квадратов    
 удвоенного     
   : 

а2 = b2 + c2 – 2bccos. 
 Следствие.   , 

  косинусы : 
bc

acb
2

cos
222 

 . 

 Теорема XXI ( ). Отношения  треуголь-
ника   противолежащих   
 : 







 sinsinsin
cba . 

 Теорема XXII. Площадь треугольника равна половине произве-
дения стороны, проведенной к ней высоты: 

ahS a 
2
1 . 

Тогда площадь прямоугольного треугольника 
равна половине произведения катетов. 

 
Примеры решения задач 

 
 Задача 1.1.    треугольника, 
если его боковая сторона равна 23,   – 71. 

 Решение.  треугольника РАВС  
АВ + ВС + АС. Обозначим АС = х.   

РАВС = АВ + ВС + х = 71,      АВ = ВС = 23. 
   23 + 23 + х = 71,      х = 71 – 46 = 25. 
 Ответ: АС = 25. 

 Задача 1.2.    АВС (АВ = ВС) 
  ВМ.   ,   РАВС = 70, 
   РАВМ = 50. 
 Решение.  :   АВ =ВС = х,   ВМ = h;  АС = у. 
 высота    совпадает  
,  АМ = МС = у/2. 
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   РАВМ = х + h + 
2
у , о  

hух  50
2

;                         (*) 

РАВС = 2х + у = 70. 

: 2х + у 





 

2
2 ух .  







 

2
2 ух = 70,  . . 35

2


ух .    (*) имеем hух  50
2

.  

50 – h = 35, . . h = 15. 
 Ответ: ВМ = 15. 
 Задача 1.3.     отно-
сится     4 : 3.   основания,  
   20. 
 Решение.  : АВ = ВС = у, АС = х.  

 РАВС = 2у + х = 20;  
3
4


у
х

АВ
АС    3х = 4у.   
















.202
,2/32

202
,34

ху
ху

ху
ху

 

2у + х = 20;     х
2
3 + х = 20,     

                    20
2

5


х ,     х = 40:5 = 8. 

 Ответ: АС = х = 8. 
 Задача 1.4. Найти высоту и площадь равностороннего треуголь-
ника   а. 
 Решение.  ВМ   АВС.  
    Треуголь-
нике ВМ    . То-
гда  АМ = МС.   АС = а. Следователь-

но, АМ = МС = 
2
а .   ВМ  АС,  АМВ – 

.    
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2
3

4

2
222 аааАМАВВМh  . 

                 
4

3
2
2

3

2

2a
aaBМACS ABC 


 . 

 Ответ: 
2

3аh  ; 
4

32aS ABC  . 

 Результаты, полученные в задача 1.4 можно использовать как 
формулы для равностороннего (правильного) треугольника. 

 Задача 1.5.   равнобед-
ренного   основанием а    
боковой   b. 
 Решение.   АВС  равнобед-

ренный, то ВВ1   и АВ1 = В1С =
2
а , 

ВВ1АС.  АВ1В  прямоугольный.  
   

2
4

42
||

222
2

2
2

1
abababBB 







 . 

   АА1    АВС, проведенная  

 ВС. Значит, площадь BCAAS ABC  12
1 . С другой сторо-

ны, ACBBS ABC  12
1 . Приравнивая правые части, получаем 

b
abaAAaabbAA

2
4

2
4 22

1

22

1





 . 

 Ответ: 22
11 4

2
ab

b
aCCAA  ; 

2
4 22

1
abBB 

 . 

 Задача 1.6.      сторо-
ной,  4 ,    .  
 ,    3 . 
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 Решение. I .  АВС  равнобед-
ренный ,  котором  
 АМ    ВС.  ВМ = МС = 
= 2 см    .  
  АВС = .   АВМ,  
которого все стороны даны, теорему косинусов: 

 cos2222 MВАВВMАВАM , 

9 = 16 + 4 – 2 42сos      
16
11cos  . 

   АС     
АВС.  

АС2 = АВ2 + ВС2 – 2АВ  ВСcos  = 16 + 16 – 2  4  4
16
11 = 10 см2, 

АС = 10 см. 
 Ответ: АС = 10 см. 
 II .      
:  

422

222
2 ВСАВАСАM  ,  

о 

4
4

2
4

2
9

222


АС =  48

2
9

2

 АС   
2

5
2АС

 ,  

АС2 = 10    или  10АС . 
 Ответ: 10АС см. 
  
 Задача 1.7.      треуголь-
ника      10 ,   
длины   10 .     тре-
угольника. 
 Решение.  х   у       треугольни-

ка  (х >у).        22 ух  .   
  
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




















.10100202

,10

10

,10
222 xxx

xy

xyx

yx
 

  х = 40, у = 30, 22 ух  =50. 
 Ответ: 50 см.  
 Задача 1.8.     прямоуголь-
ного     , : 
 )   ,  3:7; 
 )       ,  
3:1.  
 Решение.   а = 3х и b = 7х.   

  xbас 5822  .  гипотенузы 

    
7
58

7
58


x

x
b
с . 

 Пункт б) решите по аналогии. 

 Ответ: а) 
7
58 ; ) 

22
3  











4
23  или . 

 Задача 1.9.        
30,         9 . 
    . 
 Решение.    АВС,   АВС = 
90, САВ = 30.      АВС    

   





 

2
30sin ACАСВС . 

  ВС  х, АВ  у.  СА = 2х.   :  
х + 2х = 9 см,         х2 + у2 = СА2.   

 







.93
,)2( 222

х
хух   , -

 СВ = 3 см,   АВ = 33  см,   АС = 6 см. 
 Ответ: 3 см,  33  см,  6 см. 
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 Задача 1.10.     
  .    
  . 
 Решение.  а     
,  d  . Тогда  
     
а, а + d   а + 2d.  
     

а2 + (a + d)2 = (a + 2d)2. 

Отсюда а2 – 2ad – 3d = 0   032
2
















d
a

d
a , поскольку 0

d
a , 

то  
3

3 ad
d
a

 .  , АВ = а, ВС = a
3
4 , АС = a

3
5 .  

        
отношению    , ..  

5
3

3/5
cos 

a
aBAC ,     

5
4

3/5
4/3cos 
а
аACB . 

 Ответ: arccos
5
3 , arccos

5
4 .     

 Задача 1.11.     медиан, 
  ,  4   5 .   гипоте-
нузы  . 
 Решение.  СМ = 5 см  и 
BN = 4 см . П свойст-
вам  AN = NC, AM = MB. Обо-
значим ВМ = МА = х,  AN = NC = y. 
Треугольники NAB и MAC  -
.     
NAB   АВ2 + AN2 = BN2, . . (2х)2 + у2 = (4)2, 4х2 + у2 = 16. 
Из САМ имеем СА2 + АМ2 = СМ2, т.е. (2у)2 + х2 = 25.   

 










.254

,164
22

22

ух
ух

    уравнения , 

:  3у2 – 3х2 = 9,  у2 – х2 = 3,  х2 = –3 + у2.  
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     , :  у2 + 4у2 = 28, 

5
282 у , 

5
132 х ,   |BC|2 = 4x2 + 4y2 = =4

5
414

5
13

5
28







  см, тогда 

5
412ВС см.

 

 Ответ: 
5
412ВС см = 

5
2052 см. 

 Задача 1.12. Найдите самостоятельно   -
 треугольника,  она     
32   18 . 
 Ответ: 24 . 
      .       h.   : (h2 + 
322)  (h2  + 182),    (50)2. 
    .   воспользо-
ваться  XIX    прямоугольного 
. 

 Задача 1.13.   прямо-
угольного   точка, 
   катетов  
треугольника.    гипотену-
зу   30   40 .  
   треугольника. 

 Решение.  AD = 40 см, BD = 30 см. Проведем DMВC, 
DNАC. Пусть DM = DN = х и BAC =BDM = .    

 cos
30
x

DB
DM ,      sin

40
x

AD
DN , 

                      1
4030

22














 xx  (sin2 + +cos2 = 1),   

. . х = 24 см,  cos = 
5
4   

5
3sin  .   ВС = АВsin = 

= 42
5
370  см   и  ВС = АВcos = 56

5
470  см. 

 Ответ: 42 ; 56 . 
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 Задача 1.14.       
 ,     103 .   
  . 
 Решение.  х  2х  соот-
ветственно  АВ  ВС треугольника  
АВС.    Пифагора 

х2 + (2х)2 = ( 103 )2, 
5х2 = 90,   х2 =  18,   х = 23 . 

  , АВ = 23 ; ВС = 26 .   

 ( XIII) 
2
1


BC
AB

NC
AN ,   AN = 

= 10
3


AC      ВС =

3
2 АС = 102 .   теорему  

XIV   : 
 1021026232 NCANBCABBN 36 – 20 = 16,       

ВN = 4.  
 Ответ: ВN = 4 cм. 
 Задача 1.15.  PQR о QPR = 75 и угол PRQ = 40.  Найти:  
)    РK   QL;    )    РK   
 PN. 
 Решение. О через М точку   QL  
PK.   PML. 
  PKR – прямоугольный.  его   
составляет KPR + KRP = 90.  
 Так как KRP = 40, то KPR = 50.  
     PML находим  
PML = 90 –  MPL = 90 – KPR = 40. 
 )    

KPN = KPR – NPR = 

KPR
2

7550
2







QPR = 12,5. 

Ответ: ) 40;  ) 12,5. 
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 Задача 1.16.      
30 ,  ,    ,  20 .  
 ,    . 

 Решение.  АВС  АВ = ВС  
по условию;  BK   ;  BK = 20 см, 
АС = 30 см.    АВС  равнобед-
ренный,   свойствам  BK, 
проведенной   В, ,     
АK =  KС = 15 см.  
    АВ = ВС = 

= 251520 22  . Проведем  AZ   ВС, AZ  BC. 
 AZB и AZC  .  BZ = х, 
 CZ  = 25 – x.  Из  AZB  имеем  (АZ)2  =  252 – x2;  из  AZС  
имеем  (АZ)2 = АС2 – ZC2 = 302 – (25 – х)2.    

252 – х2 = 302 – (25 – х)2,     х = 7 см. 

 (АZ)2  = 252 – 72, 576AZ = 24. 
 Ответ: AZ = 24 см. 
 Задача 1.17.  равнобедренного 
  4 2 см,   бо-
ковой  5 см.    
. 
 Решение.  АВ = ВС, АМ  , 
О    медиан.   

1
2


ОМ
АО ,  АО =

3
2 АМ =

3
10 см.     OD = BD

3
1 . 

  22
2


ACAD ,     

3
72

9
2822  ADAOOD ,  BD = 3OD = 72 . Сто-

рону АВ       

 АВD:    22 BDADАВ  6288  . 
 Ответ: 6 см. 
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 Задача 1.18.   АВС (АВ = ВС)  
36 2.     АС,    ВС = 97  . 
 Решение. Проведем высоту BD.  DC = х. 
  Пифагора  

222 97 xDCBCBD  . 
    

 ACBDSABC 2
1 297 xx  = 36. 

  ,  х1 = 9, х2 = 4.    
 ,  х    . 
 Ответ: 8   18 . 
 Задача 1.19.    АВС,  АВ = 3 см, 
ВС = 4 см, АС = 5 см. 
 Решение.    

АС2 = ВС2 + АВ2 – 2АВВСcosАВС, 
. . 

BCAB
ACBCABABC





2

cos
222

= 0. 

: 

5
3

2
cos

222






ACAB

BCACABBAC , 

5
4

2
cos

222






BCAC

ABBCACACB . 

 Ответ: 0;  
5
3 ; 

5
4 . 

 Задача 1.20.    АС  АВС, 

 АВ = 5 см, ВС = 8 см, 
8
7cos BAC . 

 Решение.     АВС,  
ВС2 = АВ2 + АС2 – 2АВАСcosВАС  

 64 = 25 + AC2 – 25АС
8
7
 4АС2 – 35АС – 156 = 0  
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 АС = 
8

6135    АС = 12. 

 Ответ: 12 . 
 Задача 1.21. Известно,  что  в  АВС  
сторона  АС = 5 см, АВ – ВС = 2 см, отно-
шение ВСА : ВАС = 2:1.  длины 
  АВС.  
 Решение.  ВС = х  ВАС = .  

 АВ = х + 2   ВСА = 2.     





 2sin
2

sin
xх , 

откуда 
x

x
2

2cos 
 . (  воспользовались  sin2 = 

= 2sincos.)      
ВС2 = АВ2 + АС2 – 2АВАСcos,   

т.е.  

,0209
2

2)2(105)2( 2222  xx
x

xxxx  

х1 = 4,  х2 = 5. 
 Ответ: 4 , 5 , 6   5 , 5 , 7 . 
  

Задачи для самостоятельного решения  
 
 1. Найти угол, смежный с углом АВС, если: а) АВС = 110; 
б)АВС = 16. 
 2. Найти смежные углы, если один из них в 3 раза больше другого. 
 3. Найти в треугольнике АВС С, если: а) А = 60;  В = 71;  
б)А = 50 + ; б)В = 50 – . 
 4. В треугольнике АВС  А : В : С = 1 : 2 : 3. Найти углы в тре-
угольнике АВС. 
 5.  Один из внутренних углов равнобедренного треугольника равен 
100. Найти внутренние углы треугольника. 
 6. ти   ,     
    120  150. 
 7.        30,    
  40.     . 
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 8.  KDM   KDM  DKM       
DMK,   DMK   2     KDM  DKM. ти 
 . 
 9.  PKC   KPC  PKC     
O. ,   POK  110,   C  3    
KPC.    PKC. 
 10.  ABC ,    A  B,  
  O. ,   AOB  108,   АСВ  1,5  
  АВС.   АВС. 
 11.   A  ,    B 
ABC,    75.  величины  
 ABC,  известно,   АВС   2    ВАС. 
 12.  PQR  QPR = 75 и PRQ = 40.   : 
)  PK  QL;  )  PK   PM. 
 13.  ABC ВАС = 110 и ВСА = 30.   :  
 )    A  внутреннего  C; 
  )  BD   AN. 
 14.       прямоугольного 
,    прямого ,   
   37  53. 
 15. ,    A ABC,  сто-
рону BC   M.     ВМ = АВ,  ВАМ = 35 и САМ = 15. 
  ABC. 
 16.     перпендикуляр  
  ,       
  ,      
 2 : 5 (    гипотенузе).   . 
 17.  A, B  C       
. Найти: 
 )  BC, если АВ : ВС = 3:2; АС = 70 см; 
 )  АC, если АВ : ВС = 2:5; ВС = 70 см; 
 )  BC, если АС : ВС = 7:3; АВ = 16 см; 
 )  BC, если АВ : АС = 2:5; АС = 30 см. 
 18.  A, B, C  D      
  . Найти: 
 )  BC, если АВ : ВС : CD = 7 : 8 : 5; АD = 40 см; 
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 )  AD, если АВ : ВС : CD = 3 : 4 : 8; BC = 16 см; 
 )   AD, если АC : СD : BD = 7 : 3 : 8; АB = 12 см. 
 19.     треугольника, : 
)   17 ,   67 ; )    
          8 ,    периметр 71 . 
 20. На боковой стороне равнобедренного треугольника построен 
равносторонний треугольник, периметр которого равен 45 м, а пери-
мет первого треугольника 40 м. Найти основание равнобедренного 
треугольника.  
 21. ,       равнобед-
ренного ,   треугольника    
15  6 .    треугольника. 
 22.    РАВС = 110, (АВ = 
= ВС),  ,    , равен 15. 
   . 
 23. Треугольник АВС – прямоугольный, С = 90. Найти: 
 а) АВ, если АС = 8, ВС = 6; 
 б) АС, если АВ = 20, ВС = 7. 
 24. В треугольнике ОМK  K = 90. Найти: 
 1) ОМ, если:  а) OK = 12 см, MK = 5 см;  б) OK = 6 см, MK = 8 см; 
 2) МK, если: а) OK = 15 см, ОМ = 17 см;  б) OK = 12 см, ОМ = 13 см. 
 25. Найти катет прямоугольного треугольника, если известны ги-
потенуза и второй катет:  а) 8 и 4;   б) 6 и 3. 
 26. В треугольнике АВС высота СН делит сторону АВ на отрезки 
АН и ВН. Найти: 
 а) стороны АВС, если АН  = 9 см, ВН = 16 см, СН = 12 см; 
 б) сторону АВ, если АС = 17 см, ВС = 10 см, СН = 8 см. 
 27. В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза АВ равна 45, 

cosАВС =
5
3 . Найти:  а) катеты;  б) площадь АВС. 

 28. В прямоугольном треугольнике АВС длина катета равна 84, си-

нус прилегающего к нему острого угола имеет величину 
29
20 . Найти 

площадь треугольника. 
 29. Даны стороны треугольников: а) 7, 18, 12;  б) 28, 35, 21. Какой 
треугольник является прямоугольным? 
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 30. Найти синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов А и В 
прямоугольного АВС, если АВ = 13 см, ВС = 12 см. 
 31. Найти синус, косинус, тангенс и котангенс острых углов А и В 
прямоугольного АВС, если АВ = 7 см, ВС = 24 см. 
 32. Один из углов прямоугольного треугольника равен 30, а сум-
ма гипотенузы и меньшего катета равна 36 см. Найти стороны тре-
угольника. 
 33. Один из углов прямоугольного треугольника равен 60, а раз-
ность гипотенузы и меньшего катета равна 4 см. Найти стороны тре-
угольника. 
 34.      тре-
угольника    ,     
 1 : 3. 
 35.       
   отрезки 4  5 .  длину гипотенузы. 
 36.       
    600  175 .    
. 
 37.  AC   ABC  8  
 BC,   AB  1   BC.  AB. 

 38.     
2
5 ,  гипотенуза 

2
281 .   . 

 39.     АВ = 5 см, ВС = 12 см. 
     ,   ? 
 40.     10,   

 
2
481 .   . 

 41.      12.  
 ,    3 : 4. 
 42.       . 
  12 см2.   биссектрисы  
. 
 43.    треугольника 
 33 .   . 
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 44.     вписан 
 ,       ,   
   .    ,   
 6 . 
 45.        
,    103  .    
 . 
 46.     10.   
  75 % .    . 
 47.      равна a,  
 ,   ,  h. Найти   
    стороны. 
 48.     треугольника, 
    17 ,   4. 
 49.      30 ,  
,    ,  20 .   
,    . 
 50.    ,  , 
  ,  10 ,  ,   
 ,   12 . 
 51.      4   длины 
,    .  треугольника  
96 см2.   . 
 52.    ABC равна 36 см2. 
Стороны АВ = ВС, BD  .       AC,  : 
)BD = 12 см;   ) ВС = 97 ;  ) ВС : DC = 2 . 
 53.      12  16 . 
  ,    . 
 54.    ,   
 ,    .    
. 
 55.      треугольника 

ABC,  С = 90; АС = 2 ; 
5

1sin B . 

 56.   ,   гипоте-
нузу,     9  4 .  произведение  . 
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 57. Дан треугольник АВС (см. рис.). Найти: 
 а) а, b, bc, hc, если ас = 1, с = 4; 
 б) а, b, с, hc, если ас = 6, bc = 2.  
 58. Гипотенуза прямоугольного треуголь-
ника равна 13, один из катетов равен 5. Найти 
второй катет, высоту, проведенную из верши-
ны прямого угла, и отрезки, на которые эта высота делит гипотенузу.  
 59. Высота, проведенная к гипотенузе прямоугольного треуголь-
ника, равна 5, а один из катетов 13. Найти гипотенузу, второй катет и 
отрезки, на которые эта высота делит гипотенузу.  
 60. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 5, а проведен-
ная к ней высота 2. Найти катеты и отрезки, на которые эта высота 
делит гипотенузу.  
 61. Найти площадь прямоугольного треугольника, один из катетов 
которого равен  13, а высота, опущенная на гипотенузу, равна 12. 
 62.      70,   
  1682.    . 
 63.       17 ,  
  13 .     -. 
 64.    , периметр 
  24,    арифметическую прогрессию. 
 65.   ,   
,  6,5.  ,     
   18. 
 66.     36 .  
  . 
 67.      10  15   
,     .   . 
 68.      
  ,  18  24 . 
 69.      20,   

    
13
12 .   . 

 70.      18 , 
   15 .     ,  
      ,    
    .    . 
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 71. Может ли существовать треугольник со сторонами: 
  а) 5 м, 10 м, 12 м; 
  б) 1 см, 2 см, 3,3 см; 
 в) 1,2 см,  1 см,  2,2 см? 
 72. Могут ли стороны треугольника относиться как: а) 1 : 2 : 3;   
б)2 : 3 : 4? 
 73. В равнобедренном треугольнике одна сторона 25 см, другая 10 
см. Какая из них служит основанием? 
 74.     ABC, : 
 ) АВ = 3 см; ВС = 4 см; АС = 5 см; 
 ) АВ = 12 см; ВС = 13 см; АС = 10 см; 
 ) АВ = 10 см; ВС = 8 см; АС = 3 см; 
 75.    AC  ABC, : 
 ) АВ = 5; ВС = 8; cosВАС = 7/8; 
 б) ВС = 7; АВ = 10; cosАСВ = –5/8. 
 76. В треугольнике основание равно 12, один из углов в нем равен 
120, сторона против этого угла равна 28. Найти третью сторону. 
 77. В треугольнике АВС стороны АС = 2 , ВС = 1, АВС = 45. 
Найти угол ВАС.  
 78. Одна из сторон треугольника равна 8, а два из его углов равны 
соответственно 30 и 45. Найти все возможные значения периметра 
треугольника.  
 79.    (, тупоугольный 
 ), : 
 ) АВ = 2; ВС = 3; АС = 4; 
 ) АВ = 14; ВС = 50; АС = 48; 
 ) АВ = 1; ВС = 2; АС = 3; 
 ) АВ = 6; ВС = 7; АС = 9; 
 ) АВ = 68; ВС = 119; АС = 170. 

 80.   ABC  АС = 
5
6  см, ВС = 1 см;  

  
25
12  см2.    AB,   ВАС  

. 
 81. В  ABC точки М и K – середины строн АВ и ВС 
соовтетственно, МВ = 6 см, МK = 5 см, ВС = 14 см. Найти периметр 
треугольника ABC. 
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 82.    с углом 30 и меньшим кате-
том, равным 6 см, проведены средние линии. Найти периметр тре-
угольника, образованного средними линиями. 
 83.    с углом 45 и гипотенузой, 
равной 8 см, проведены средние линии. Найти периметр треугольника, 
образованного средними линиями. 
 84. В треугольнике со сторонами 25, 25 и 14 найти расстояния от 
точки пересечения медиан до вершин треугольника. 
 85. В равнобедренном треугольнике расстояния от точки пересе-
чения медивн до вершин треугольника равны 25, 14 и 25 см. Найти 
стороны треугольника.  
 86. В треугольнике со сторонами 15, 15 и 24 см найти расстояния 
от точки пересечения медиан до сторон треугольника. 
 87.    11, 12  13 .   
,    . 
 88.  ABC  АВ = 18, ВС = 12, АС = 14.   
 BM. 
 89.   BD  ABC  1, АВ = 3,  
BDC = 60.   треугольника ABC. 
 90.  AB   ABC  9, 
 ВС = 3.     M ,  АМ : МВ = 1:2. 
 CM. 
 91.    ABC  АС = 15 и ВС = 
=20.   AB   AD = 4.  CD. 
 92.    72 ,      

 30    1: 32 .   . 
 93.  ABC ,  АС = 13, АВ = 14, ВС = 15.   
BC   M ,  СМ : МВ = 1:2.  AM. 
 94.  ABC  D   AB.  CD,  ВС = 37, АС = 
15, АВ = 44, AD = 14. 
 95.      острым 
 30,  ,  , проведенная   
 ,  a. 
 96.       
   5  20.     
 . 
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 97. Биссектриса угла при вершине равнобедренного треугольника 
образует с его стороной угол 60. Найти высоту треугольника, прове-
денную из той же вершины, если его боковая сторона равна 25 м. 
 98.   ABC стороны АВ = 3, ВС = 5, АС = 7. Найти 
длину биссектрисы АВС треугольника. 
 99. Вычислить биссектрису А  а ABC со сторонами 
ВС = 18, АС = 15, АВ = 12. 
 100.   ABC   АВ = 5   вершины B  

 AC   ВМ = 22    ВН = 2.  
 BC,  ,  АВС  + АСВ < 90. 
 101.   ABC стороны АВ = 4, ВС = 5.   B 
  BM (точка М лежит на стороне АС),  АВМ 
= 45 и МВС = 30. : )  е, в котором  M  
 AC;  )  AM  MC. 
 102.      21 ,  
  30.   ,    
. 
 103.   ABC    A   АВ = 3 см, 
АС = 2 см, AH  .   H    1. 
 BC. 
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II. ТРЕУГОЛЬНИКИ   
 

ЧАСТЬ 2. Подобие треугольников. Площадь треугольников. 
Отношение площадей треугольников.  

Пропорциональные отрезки в треугольниках  
Теоремы Фалеса, Менелая и Чевы. 

 
Определение и теоремы 

 
 Определение.    ,  
   ,    отношения 
 .    
   коэффициентом . 

 111 ~ CBAАВС
k

 

А = А1,  В = В1, 
С = С1; 

k
АС

СА
СВ

ВС
ВА

АВ


111111

. 

      о провести 
  соотношений  элементами 
.    помощью  . 
      
  ,   базируются я 
  . 
   ,       
 : 
 1)        
  ; 
 2)      пропорциональны 
      ,  
  , ; 
 3)      пропорциональны 
    . 
  : 
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 1) ,  -  треугольника  
    , е , 
 ; 
 2)        
      
,    . 
 ,    отношение х соответ-
ствующих   (, , биссектрис, ра-
диусов    ,    
) равно коэффициенту подобия,    тре-
угольников   квадраты коэффициентов подобия. 

 
 

 

        формулы пло-
щади : 

 1) ahS aABC  2
1 ,  

 ha ,   стороне a; 
)()()()2 cpbpаррS ABC  ,  


2

cbap 
   полупериметр ABC; 

 3)  sin
2
1 cbS ABC . 

      . 
 

 
 

 

 Теорема I.      
ОА  ОВ  K  L -
,   площадей -
: 

.
OLOK
OBOA

S
S

OKL

OAB







  

       Теорема II. Отношение площадей 
треугольников, имеющих равный угол, 
равно отношению произведений сторон, 
заключающих равные углы: 

.
11111

ba
bа

S
S

СВА

ABС







  
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 Теорема III.   АВС  АВD 
имеют   АВ.  отно-
шение    отношению 
высот,    С  D: 

.
DQ
CP

S
S

ABD

ABС 


  

 Теорема IV.   
,   высоту 
  : 

 .
СD
АC

S
S

СBD

ABС 


  

  теоремы IIV. 
 Теорема Фалеса.    
   параллельными 
  пропорциональ-
ные отрезки: 

ОА : АВ : ВС = ОА : АВ : ВС 

или                
СВ

ВС
ВА

АВ
АО

АО








. 

Теорема V. (Теорема о внутренних пропорциональных отрез-
ках.) Если в  АВС из вешин А и В к сторонам ВС и АС проведены 
отрезки AD и ВЕ соответственно, деля-
щие эти стороны в заданном отношении  

n
m

DC
BD   и 

q
p

EC
AE

 , 

то    









pn
m

QE
BQ 11 , 






 

n
m

q
p

QD
AQ 1 . 

Теорема VI. (Обратная теореме V.) 
Если в  АВС проведены отрезки AD и 
ВЕ, пересекающиеся в точке Q так, что  

t
QD
AQ

 , e
QE
BQ

 , 

 то 



 32

e
et

EC
AE




1
1 , 

t
et

DC
BD




1
1 . 

Теорема Чевы. На сторонах ВС, АС, 
АВ треугольника АВС или на их продол-
жениях отмечены соответственно точки 
А, В, С. Тогда если прямые АА, ВВ, 
СС пересекаются в одной точке, то 

1











AB
BC

CA
AB

BC
CA . 

Теорема Менелая. Если на сторонах ВС, АВ и продолжении 
стороны АС треугольника АВС за точку С отмечены соответствен-

но точки А, В, С, лежащие на 
одной прямой, то 

1











CA
AB

BC
CA

AВ
СВ . 

 
 

 
Примеры решения задач 

 
 Задача 2.1.  АВС      АВ = 15, ВС = 17 и АС = 10 
  АС  АС,   А   
стороне АВ,  С    ВС.  ВС,  АС = 7. 
 Решение.  АВС   АВС, 

 подобия 

10
7











AC

CA
CB

BC
AB

BAk . 

 ,  
9,1117

10
7

 CBkBC . 

   Ответ: 11,9 . 
 Задача 2.2.  АВС   сторонами   АВ = 15 см,  ВС = 16 см  и 
АС = 9 см   пересечения   , 
 .    -
. 
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 Решение.  АВС     Герона: 







 








 








 





 15

2
9161516

2
916159

2
91615

2
91615S  

1120541120  . 
  О    медиан АВС.  MN, PQ 
 RS параллельно .  найти  треуголь-
ников OQN, POS, ORM.  
  ABC  PQC подоб-
ны.  коэффициент . 
  ,  к 
 DCB,  

2
1


OC
DO

QC
BQ . 

 BQ = x  QC = 2x,  

3
2

3
2


x
x

CB
CQ ,  

3
2


AC
CP ,  

. .  подобия  
3
2 .  Т ,  

9
4

3
2 2













ABC

PQC

S
S

, 

ON  средняя  PQC, значит, OQN  PQC  

  
2
1 , . . 

4
1

2
1 2













PQC

ОQC

S
S

. Окончатель-

но  

9
1120

9
1

4
1

9
4

 











OQN

ABC

PQC

PQC

OQN

ABC

OQN S
S
S

S
S

S
S

. 

 Аналогично находим, что площади еще двух треугольников 

POS и ORM тоже равны 
9

1120 . 

 Ответ: 
9

1120 . 
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 Задача 2.3. Точка С делит отрезок АВ в отношении 
4
7


СВ
АС . 

Точка D делит отрезок АС в отношении
3
5


DC
AD . Найти отношение 

CB
DC . 

 

 Решение. Поскольку 
4
7


СВ
АС , то можем обозначить АС = 7х и 

СВ = 4х. Так как 
3
5


DC
AD , то можем положить AD = 5 у и DC = 3у.  

С одной стороны, отрезок АС = 7х, с другой стороны, АС = AD + 

+DC = 5у + 3у = 8у.  Отсюда 7х = 8у ху
8
7

 . Искомое отноше-

ние 
32
21

84
37

4
38/7

4
3









х

х
х
у

CB
DC . 

 Ответ: 21:32. 

 Задача 2.4. На отрезке АВ взяты точки С и D так, что 
7
4


СВ
АС  и 

2
5


DВ
AD . Найти отношение 

CD
АВ . 

 
 Решение. Согласно условию можно обозначить АС = 4 х, СВ = 
=7х,  AD = 5у и DB = 2у. С одной стороны, отрезок  АВ = АС + СВ= 
= 4х + 7х, с другой стороны, АВ =  AD + DВ = 5у + + 2у = 7у.  От-

сюда 11х = 7у ху
7
11

 . Искомое отношение  

27
77

2855
77

47/55
11

45
1111














xx

x
yy

x
ACAD

x
CD
AB . 

 Ответ: 77:27. 
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 Задача 2.5. ,    А АВС, 
  BD  .      
  ВС? 
 Решение.  М   BD. Пря-
мая АМ   ВС   N. Требует-
ся   BN : NC.  DK 
 AN. Применив   

  DBC,   
1
1


MD
BM

NK
BN , . . 

BN = NK.    ,  

  АВС, получим  
1
1


DC
AD

KC
NK , . . NK = KC.  , 

  BN = NK = KC,  . . 
2
1


NC
BN . 

 Ответ: 1 : 2. 
 Задача 2.6.      ВМ  
точку D,    ВС АВС.    отношении  эта  
  AB,  ,   BD :  DC = 3:2? 
 Решение.  N  середина ВМ, 
K    АВ  DN. 
Требуется  . KB  :  AK  Проведем 
СР  MQ   KD, R  точка 
 СР  ВМ.  
      
АВС (  KD  РС), 
 BK : KP = BD : DC = 3:2.  KВ = 3x    KP = 2x. 

   
2
3


DC
BD

NR
BN .  BN = 3y, NR = 

= 2y.   BM = 2BN,  BM = 6y  RM = у.   

,   АВМ, 
1
2


RM
NR

PQ
KP , откуда PQ = x. 

 QM    АРС,  AQ = QP = x,  
  AK : KB = 4х : 3х = 4:3.  
 Ответ: 4:3. 
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 Задача 2.7.  K    АС  АВС  
    KC : KA = 1:3,  М    
ВС      СМ : МВ = 2:5, D    

 АМ  BK.    
 D   АМ? 
 Решение.   отноше-
ние  AD:DM.    положим KC = 
= x, AK = 3x, СМ = 2у, ВМ = 5у.  
 MN  параллельно BK.  тео-

реме  
2
5


MC
BM

NC
KN .  KC = x,  xKN

7
5

   

xNC
7
2

 .      МСА,   

5
21

7/5
3


x

x
KN
AK

DM
AD .

 
 Ответ: 21:5.  
 Задача 2.8. На сторонах АС и ВС треугольника АВС взяты точ-
ки М и D соответственно. Известно, что АМ : МС = 2 : 5, BD : DC = 
= 3 : 4. Отрезки AD и ВМ пересекаются в точке K. Площадь BKD 

равна 45. Найти площадь AMK. 
 Решение. 1. Рассмотрим AMK и пря-
мую AD. По теореме Менелая 

1
KM
BK

DB
CD

AC
AM , 

1
3
4

7
2


KM
BK

x
x

y
y ,   .

8
21

KM
BK  

 2. Рассмотрим ACD и прямую BM. По теореме Менелая 

1
KD
AK

MA
CM

BC
BD   

15
141

2
5

7
3


KD
AK

KD
AK

y
y

x
x . 

 3. Так как BKD = AKM, имеем 

.16
14
15

8
2145





 KMA
KMAKMA

BKD S
SAKMK

KDBK
S
S  

 Ответ: 16. 
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 Задача 2.9.  АВС     В пересека-
ет  АС   D. ,  
AD:DC = AB:BС. 
 Решение.   ВН.  
    АВD  
DBC. С одной стороны, о 

DC
AD

DCBH
ADBH

S
S

DBC

ABD 








2/1
2/1 . 

  ,   

BC
AB

DBCBDBC
ABDBDAB

S
S

DBC

ABD 








sin2/1
sin2/1 . 

  , 
BC
AB

DC
AD

 ,    . 

 Задача 2.10.    АВС  прямым 
 В   А   ВС   D. 
,  BD = 4, DC = 6.   ADC. 
 Решение.  резуль-
татами   2.8,    

3
2

6
4


DC
BD

АC
АВ . 

  АВ = 2х, АС = 3х.  
   АС2 = АВ2 + ВС2,  отсюда  9х2 = 4х2 + 100, х = 

= 52 ,  . . АВ  = 54 .  Отсюда 512
2
1

 DCABS ADC .  

 Ответ: 512 . 
 Задача 2.11.  АВС  угла ВАС  
 ВС   М.  ,  АВ = ВС = 2АС, АМ = 4. 
  АВС. 
 Решение.   АС = х.   АВ = 2х,  






BCAC

ABBCACACB
2

cos
222

 

4
1

4
44

2

222





x

xxx . 
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   
1
2


AC
AB

MC
BM ,  xBCMC

3
2

3
1

    

xBCBM
3
4

3
2

 .     АМС, 

  

10
12

9
1016

3
2

4
12

9
416 222  xxxxxх ,   

4
15cos1sin 2  ACBACB , 

5
1518

4
15

10
144

4
152

2
1

 xxS ABC . 

 Ответ: 
5
1518 . 

 Задача 2.12. В  м  АВС  длина  основания АС = 
5 ,    AD = 6 см.    
 АВ  . 

 Решение.  АВ = ВС = х.   
   

ххBCAC
ABBCACACB

2
5

52
25

2
cos

222








 . 

 
5
x

AC
AB

DC
BD

   BD + DC = x,    

5
5

5
5

55 





x
xDCxDCxxDCDCxDCxBD  

и 
5

2




x
xBD .       ADC, 

  
AD2 = AC2 +DC2 – 2ACDCcosACD  

 






хх

х
х

х
2
5

)5(
552

)5(
252536 2

2

 

14x2 – 235х – 900 = 0   х = 20. 
 Ответ: 20. 
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 Задача 2.13.     треуголь-
ника,     ,  3   4 . 
   . 
 Решение.  BL  BD  биссек-
триса    тре-
угольника  АВС. 
    L  перпендику-
ляры LK  LE  АВ  ВС.   
BL  ,  KL = LE  KBEL 

 .  ,    KL = LE = 22
2


BL .     

ВС = а, АВ = с.  

.2)(
2

22
2

22 caacSSS LBCABLABC 





   
  , 

22
1 acBCABS ABC  .  ,  

,
4

)2(2
2
12)(

22
22 caaccaacca     

accaca 2
8

22
22  .                          (*) 

 ,    accaACBDS ABC 2
1

2
3

2
1 22  , 

9

22
22 caca  .                                 (**) 

        (*)    (**),  ас = 144, 

,  72
2


acS ABC . 

 Ответ: 72 2. 
 Задача 2.14.   АВС  S.  
AD  ВЕ    О.    
АЕО1,  О1  ,   AD  ,  

ADAO
10
1

1  .  
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 Решение.  АВЕ состав-
ляет   АВС ( 
 имеют     
 BF,  АСАЕ

2
1

 );    

ОВ:ОЕ = 2:1,  ABEAOE SS  
3
1  (тре-

угольники АВЕ   АОЕ      ,  
  А  BEOE

3
1

 ).    AOADАО
10
1

2
3

10
1

1  ,   

отсюда 

402
1

3
1

20
3

2
1

3
1

20
3

3
1

20
3

20
3

1

SSSSSS АВСABEAOEEАО   . 

 Ответ: 
40
S . 

 Задача 2.15.      C  
 АВС    АВ   D.  от-

ношение AD : BD,  AC : ВС = 3. 
 Решение.  BF||CD.   
DCB = CBF ( лежащие  па-
раллельных CD  BF)  ECD = CFB  
(как соответственные   
 CD  BF). , BCF  

.   AFB  ACD   

AC
AF

AD
AВ  = 

AD
BD

AC
BC

AD
BDAD

AC
BCAC







 . 

И  пропорции ,  
3
1


AC
BC

AD
BD . Следова-

тельно, 3
BD
AD . 

 Ответ: AD : BD = 3. 
 Задача 2.16.  F  N    ABC  
 AF : FC = 3 : 1    BN : NC = 3 : 2.  AN  BF 
   M.  отношение площадей 
 AMB  ANB. 
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 Решение.   I  
AN
AM

ANAB
AMAB

S
S

ANB

ABM 






  – 

 , которое и  .  NK 

 BF.     
1
3


FC
AF ,  

 AF = 3x   FC = x.   

 
2
3


NC
BN

KC
FK ,   xFK

5
3

   

  xKC
5
2

 .     

NAC,  
6
5

5/6
1

5/33
3





xx

x
AK
AF

AN
AM . 

 Таким образом,  
6
5






AN
AM

S
S

ANB

ABM . 

 Ответ: 
6
5 . 

        
  ,  . 
 Задача 2.17.   АВС     ВС 
  D  Е ,  DE = EC = 2.   АВС, 
 АЕ = 5 см, AD = 33  см. 
  Решение.  AED = , AEC = . 
   

5
1

2
cos

222






DEAE

ADDEAE . 

   = 180 – ,  
5
1cos  .   тео-

реме  
АС2 = АЕ2 + ЕС2 – 2АЕЕСcos = 25, 

. . АС = 5.  АЕС – равнобедренный , , 
АЕС = .  АВС  АЕС ,  коэффици-
ент   

2
5


ЕС
АС .   



 42

     коэффи-
циенту , . .  

РАВС = 
2
5  РАЕС = 30. 

 Ответ: 30 . 
 Задача 2.18.   АВС   АЕ  
CD.  , : 1) АВЕ  CBD;   2) DBE  ABC  
     cosАВС. 

 Решение. 1.  АВЕ 
и CBD   прямоуголь-
ные,  общий   В. 
 2.    цен-
тром    АС  
 АС/2.   
   D  Е ( 

  ADC  AEC –     ). 
  CDE   CAЕ       
 .     90 углы BDE  ACE  -
,      . 
 , ВАС =DEB , следовательно, DBE  ABC  
 .    отношению 


BC
BD DBCcos  (  DBC),    

. 
    2.18, м  зада-
чи. 

 Задача 2.19.   АВС 
   СН  АН1. , 
 АС = 2   ,  
 НВН1  /3.    
 СН   ВС.  
 Решение.  АВС = .   
   2.16,  

НВН1  АВС ,  коэффициент   .   cos   
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  , НН1 = 2cos.    НВН1  
   








ctg
sin
cos

sin2 1

1

HBH
HH . 

   равна 
3

ctg2 
 ,  откуда , 

3
1  =   ctg   ..  = 

=60.  НСВ = 90– = 30. 
 Ответ: 30.   
 Задача 2.20.   АВС   АМ   
CN. Площади SABC = 56, SANMC = 42, радиус   АВС 

 Rопис = 
3

16 .  MN.  

 Решение.       NBM  равна 56 – 42 = 14   
NBM  АВС подобны,  коэффициент   

ABC
S
Sk

ABC

NBM 


 cos
2
1  

(. задачу 2.15).   образом,  

2
3sin ABC . 

 Поскольку  опис2
sin

R
ABC

AC



,   

3
162

3
2


АС ,   . . АС = 16.     MN = АСk = 8
2

16
 . 

Ответ: 8. 
 Задача 2.21.   АВС  АС = 3, ВС = 2, 

15
4
3

ABCS . ,    ,  

 .    АВС. 
 Решение.  ,     
.      АВ    
.      С: 
 ,  ,  . 
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    АСВ    АВ  MN, .. 
АСВ  . 
     АСВ   , . . 
АСВ = 90 

     АСВ  = 
 90
2

NМВА


, т.е. острый. 

      СО  . Нетруд-
но ,      СО  половины АВ, 
. .  АСВ – .   

ACBСВАСS ABC  sin
2
1 15

4
3sin23

2
1

 ACB , 

4
15sin ACB .      

4
1sin1cos 2  ACBACB  

(м  корнем ,  АСВ .)   
 сторона    

АВ2 = АС2 + ВС2 – 2АСВСcosАСВ = 9 + 4 + 12
4
1
 = 16, 

. . АВ = 4.  в          АВС,  

 
16
11

242
9416

2
cos

222










BCAB

ACBCABABC . Откуда 

16
153

256
135

256
121256cos1sin 2 


 ABCABC . 

Ответ: 
16

153 . 
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Задачи для самостоятельного решения  
 
 1.     :  
 ) 7, 24, 25;      ) 5, 12, 13. 
 2.   KP  KLM, : 
 ) KL = 10 cм, LM = 6 , KM = 8 ; 
 ) KL = 12 cм, LM = 5 , KM = 9 . 
 3.        
3 : 4 : 5,   ,    ,  2  
.      треугольника. 
 4.     22   3,  треуголь-
ника  3.   . 
 5. Длина стороны правильного АВС равна 4. Найти: 
 а) длину высоты BK; 
 б) площадь АВС; 
 в) длину медианы АЕ; 
 г) расстояние от точки пересечения биссектрис до вершины тре-
угольника; 
 д) длину отрезка EK; 
 е) длину трезка KF, где точка F делит отрезок АВ в тоношении 3:1; 
 ж)  площадь EFK; 
 з) расстояние от точки F до прямой EK; 
 и) отношение площадей АВС и  KЕС. 
 6. В АВС   АВ = 3, ВС = 4, АС = 5. Найти: 
 а) площадь АВС; 
 б) длину высоты BK; 
 в) длины биссектрис ВЕ и AF; 
 д) длины медиан ВР  и CQ. 
 7.  Один из острых углов прямоугольного треугольника равен 60. 
Найти: 
 а) отношение площадей, на которые делит треугольник высота, 
опущенная на гипотенузу; 
 б) отношение площадей, на которые делит треугольник биссектри-
са прямого угла. 
 8. В АВС АВ = 13, ВС = 14, АС = 15. Найти: 
 а) площадь АВС; 
 б) длину высоты BK; 
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 в) cosАВС; 
 д) длину медианы ВР. 
 9. В АВС АВ = 6, ВС = 4, АВС = –0,25. Найти: 
 а) длину стороны АС; 
 б) sinВАС; 
 в) площадь АВС;  
 г) длину медианы AK; 
 д) длину биссектрисы AL. 
 10. Найти площадь треугольника NOP, если ON = 5, высота 

24PK . 
 11.  Площадь треугольника BCD равна 48 см2. Найти сторону ВС, 
если ысота DM = 9 см. 
 12. Найти площадь треугольника, если две его стороны равны 13 и 
15 см, а высота, проведенная к третьей стороне, равна 12 см. 
 13. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 10 см. 
Найти площадь данного треугольника, если угол между боковыми 
сторонами равен 120. 
 14. Найти гипотенузу равнобедренного прямоугольного треуголь-
ника, если его площадь равна 36 см2. 
 15. Площадь прямоугольного треугольника равна 6 см2, а длина 
одного из катетов 4 см. Найти периметр этого треугольника. 
 16.  АВС, в котором    B  , сторона AB 

= 3 ,  
4
7sin B .   ,   пло-

щадь  73 см2. 
 17.  АВС        A  ;   АВ = 12 ; 

АС = 8 .      
8
7  про-

изведению  AB  AC.   . 
 18.  АВС сторона  АС = 5 ;  АВ – ВС = 2 ;  ВСА : ВАС = 
= 2 : 1.    АВС. 
 19.  площадь ,     12, 15  
20. 
 20.  C   AB   АС : СВ = 2 : 3.  
D   CB   CD : DB = 2 : 5.   
АС : CD. 
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 21.   P      MN    МР : PN  = 3 : 5.  
Точка  Q      MP      MQ : QP = 4 : 3. Найти 
 QP : PN. 
 22. На отрезке АВ взяты точки С и D так, что АС : СВ = 2 : 11, 
AD:DB= 5 : 4. Найти отношение длин отрезков СВ и CD. 
 23. На отрезке АВ взяты точки С и D так, что АС : СВ = 3 : 8, 
AD:DB= 7 : 5. Найти отношение длин отрезков АС и CD. 
 24.  ABC   АВ = 10 ;  ВС = 8 ;   АС = 9 .    
      AC  BL? 
 25.      MP  MNP 
 NB,   NP = 14 ,  MN = 50 ? 
 26. В каком отношении делятся медианы треугольника точкой их 
пересечения? (Использовать теорему V.) 
 27.  На стороне ВС в  АВС взята точка D, такая, что BD : DC = 2:5, 

а на стороне АС – точка Е так, что АСАЕ
3
1 . В каком отношении 

делятся отрезки ВЕ и AD точкой Q их пересечения. (Использовать тео-
рему V.) 
 28. В АВС отрезки AD и ВС, проведенные из вершин А и В к сто-
ронам ВС и АС соответственно, делятся между собой в отношении 

;
2
3


QD
AQ  

5
4


QE
BQ  (Q – точка пересечения отрезков AD и ВС). В каком 

отношении точки Е и D делят стороны треугольника? (Использовать 
теорему VI.) 
 29. Каждая из сторон АВС разделена на три равные части так, что 
точки деления D, E, F, лежащие на сторонах АС, ВА, и СВ соответст-
венно, отсекают по 3

1  длины каждой стороны ( АD = 3
1 АС,  ВЕ = 3

1 ВА, 

CF = 3
1 СВ). Вершины АВС соединены с точками деления отрезками 

прямых AF, BD и СЕ, которые, пересекаясь, образуют PQR. Какую 
часть площади АВС занимает  PQR? 
 30.  АВС    АВ = 3; АС = 4; ВС = 5.   отно-
шении    O    B? 
 31.  АВС   AB   D, которая    
 AD : DB = 3 : 8.    CD   
AM? 
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 32.         
2 : 1  3 : 1 (  ). ,     
   . 
 33.      AB треугольника АВС 
,    D,    BC,  
   BM,  ,  BD : DC = 3 : 2? 
 34.    BC треугольника АВС    
D, ,  ВС = 2CD.     AC  
,    D   M,   AB,  
3АМ = МВ? 
 35.  K   AC треугольника АВС    
KC : KA = 1:3;  M   BC   СМ : МВ = 2:5. 
 D     AM  BK.   отношении 
 D   AM? 
 36.  M   AB  АВС  отношении АМ : МВ = 1:2. 
 N    AC   BN   MC  
 5:2,    B.     N 
  AC? 
 37.  P   BC АВС   ВР : РС = 2 : 3.  
  Q      AP      AQ : QP = 4 : 3.   
  BQ   AC? 
 38.  С1, В1 и А1   AB, AC, BC АВС   отноше-
нии  АС1 : С1В = 1 : 4, СВ1 : В1А = 2 : 1, ВА1 : А1С = 1 : 1.  P  точ-
ка  отрезков АА1  СС1,  Q    АА1  
ВВ1.     P  Q   АА1? 
 39.  С1, В1 и А1   AB, AC, BC треугольника АВС 
   АС1 : С1В = 1 : 2, СВ1 : В1А = 1 : 2,  ВА1 : А1С = 1 : 1. 
 P    АА1  СС1,  Q    АА1 
 ВВ1.     P  Q   АА1? 
 40.  АВС    BC   D ,  BD : DC = 3 : 5. 
    ABD    ADC  . 
 41.  АВС      BC    AC    M  N ,  
ВМ : МС = 1  АN : NC = 2 : 5.    АВС  
BMN. 
 42.   AB  BC  АВС    M  N , : 
 ) AM : MN = 2 : 3; BN : NC = 1 : 1; 
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 ) AM : MN = 3 : 5; BN : NC = 2 : 3; 
 ) AM : MN = 7 : 3; BN : NC = 5 : 4. 
  MBN  1.   АВС. 
 43.   F    N      АВС    AF : FC = 
= 3 : 1  CN : NB = 2 : 3.  AN  BF пересекаются   M. 
   AMB  ANB. 
 44.  АВС   L    BC,  K  
  BL.   AK  AL  АВС  

 LD = AL  KF = AK
3
1 .    АВС  

 KLFD. 
 45.  P, Q  R     AB, BC   
AC треугольника АВС,    АР : РВ = BQ : QC = AR : RC = 1 : 2. 
   PQR  ABC. 
 46.       AQ, BR  
CP,     M, N  K.   
 MNK  ABC. 
 47.  ABC  M    BC,  K   
 AC,  АС = 4AK.  AM  BK   
 O.   MK,  ,  AM = 5 , BK = 10 , 
AOB = 135. 
 48.  ABC  D    AB,  E   
 BC,  BC = 3BE.  AE  CD пересекаются  
 O.  AB,  ,  AE = 5 , OC = 4 , AOC = 
= 120. 
 49.  АВС  АС = 5, АВ = 6, ВС = 7.  С  
  AB   D.   ADC. 
 50.  АВС  АВ = 4, ВС = 6, АВС = 30. Биссектриса  
B   AC   D.   АВD. 
 51. Периметр треугольника равен 25, а его биссектриса делит про-
тивоположную сторону на отрезки, равные 7,5 и 2,5. Найти стороны 
треугольника. 
 52.   АВС    B   
A   BC   D. ,  BD = 4, DC = 6. 
  ADC. 
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 53.  ABC   BD  AF.  отношение 
 ABC  CDF,   AB = 6,  BC = 4     AC = 3. 
 54.  ABC  BAC   BC   M. 
,  AB = BC = 2AC, AM = 4.   ABC. 
 55.  ABC  ABC   AC   K. 

,  BC = 2, KC = 1, 
2

23
BK .   ABC. 

 56.       
,        
   3 : 2,   . 

 57.  ABC  AC = 4 , BC = 3 ,  
2
153

ABCS  cм2. 

,    AB,   .  
 ,    AB  . 
 58.   AC  ABC  5 ,  
длина  AD  6 .     
AB. 
 59.  ABC   AB = 15 , BC = 17 cм  АС = 10  
  АС  AC,   А   
AC,  С   BC. : 
 ) АВ,  ВС = 13 ;       
 ) АС,  СС = 3 . 
 60.    равны 71, 84  105 .  
   ,  ,   
      156 . 
 61. Стороны треугольника относятся как 4 : 5 : 6. Найти стороны 
треугольника, подобного данному, если меньшая сторона второго тре-
угольника равна 0,8 м. 
 62. Стороны треугольника относятся как 2 : 5 : 4. Найти стороны 
треугольника, подобного данному, если его периметр равен 55. 
 63. Известно, что в ABC и A1B1C1  А =А1, В =В1, АВ = 5 м, 
ВС = 7 м, А1В1 = 10 м, А1С1 = 8 м. Найти неизвестные стороны тре-
угольников. 
 64. Известно, что в ABC и A1B1C1  В = В1, стороны АВ и ВС в 
2,5 раза больше сторон А1В1 и В1С1. Найти АС и А1С1, если их сумма 
равна 4,2 м. 
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 65. В треугольник с основанием а и высотой h вписан квадрат так. 
что две его вершины лежат на основании треугольника, а две другои – 
на боковых сторонат. Найти сторону квадрата. 
 66.  ABC проведена прямая DE параллельно стороне АС (точка 
D лежит на стороне АВ, точка Е – на стороне ВС). Найти отношение 
AD : DB, если известно, что АВ = 16 м,  АС = 20 м, DE = 15 м. 
 67.  ABC сторона АВ = 15 м, АС = 10 м, AD – биссектриса угла 
А. Из точки D проведена прямая, параллельная АВ и пересекающая АС 
в точке Е. Найти АЕ, ЕС и DC.  
 68.    равны 7  12 .  
 ,  , :  
 )     10 ;   
 )    20 ;    
 )   21 см2. 
 69.   треугольнике АВС  (АВ = ВС)  
сторон АВ : АС = 5 : 4.   MBN,  CM  AN  биссек-
трисы,    АВС  162 см2. 
 70. ,   AC АВС,   
AB    .  отношение ,  
. 
 71. ,   AC АВС,   
   .      
  AB (   B)? 
 72.  K  M    AB  BC треугольника АВС, 
 AK : KВ = 3 : 2; ВМ : МС = 3 : 1.   B  
 l,  AC.  KM пересекает  l   
P,   AC    N.  BP  CN,   АС = а. 
 73.  АВС.    AC   C  
точка N ,  АС = 2CN.  M    BC, при-
чем ВМ : МС = 1 : 3.     MN   
AB? 
 74.  K  M    AB  BC треугольника 
АВС,  BK : KA = 1 : 4; ВМ : МС = 3 : 2.  MK  
 AC   N.  отношение АС : CN. 
 75.   АВС  высоты AE  CD.  
AB,  BD  = 18; ВС = 30; АЕ = 20. 
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 76.   АВС   AP  CQ. Пери-
метр АВС  15,  BPQ  9,    
 BPQ   9/5.   AC. 
 77.  ABC  AB = BC = 6.   AB    
 ,  сторону BC   D ,  
BD : DC = 2 : 1. а  AC. 
 78.  АВС,     прогрес-
сию   15,   AN, BP  CM.  пло-
щадь MNP,  SАВС = 1. 
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III. ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ 
 

Квадрат. Прямоугольник. 
Ромб. Параллелограмм. Трапеция 

 
Определения и теоремы 

 
  ,    , геометриче-
ской   ,     
. 
 Определение.   геометрическая 
,     самопересечений. 
     . 
    вершиной . 
,     ,  
  . 
 Определение.  называется -
,        
 , содержащей    . 
 Определение. Правильным многоугольником 
называется выпуклый многоугольник, у которого 
все углы равны и все стороны равны. 
 Теорема I.    выпуклого 
п-угольника  (п – 2)180.  частности,  
    360. 
     является 
 ,    ,  
    многоугольников   
   простых  ,    
   . 
 Определение.   четырех-
угольник,       
     90. 
 ABCD – квадрат:   АВ = ВС = СD = DA, 

А = В = С = D = 90. 
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 Определение.  называ-
ется ,    углы 
 .90  
 ABCD – прямоугольник:  
 А = В = С = D = 90. 
 Определение.   -
,    стороны 
. 
 ABCD – ромб:    
 АВ = ВС = СD = DA. 
 Определение.  назы-
вается ,   противо-
положных   параллельны. 
 ABCD – параллелограмм: 

АВ || СD, BC || AD. 
 Определение.   ,  кото-
рого  стороны ,    не параллельны. 
   называются ,   
 стороны    .  

 ,   боковые 
 . 
 ABCD – трапеция:  
 ВС || AD,  АВ ∦СD. 

 Определение.  многоугольника  отрезок, 
    многоугольника,  

 .  
Теорема II.  прямоугольника 

: 
ABCD – прямоугольник    АС = BD.  

 Теорема III.   пересекаются   
.     биссек-
трисах  : 

ABCD – ромб   АС  BD,   
ВАС = DAC =BCA =DCA, 
ABD = СBD = ADB = CDB. 
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 Теорема IV.   . Квадрат 
 .   параллелограммом. 
  . 
 Теорема V.  является параллелограммом 
   ,    параллелограмма   
,      
: 

ABCD – параллелограмм     
АВ || СD,   АВ = CD, 
BC || AD,  BC = AD. 

 Теорема VI.     
,      180: 

ABCD – параллелограмм   А = С,  В = D, 
А + В  = А + D =  C + B = С + D  = 180. 

Теорема VII.   диа-
гонали     
: 
 ABCD – параллелограмм, 

  АС  BD = 0   АО = ОС, BO = OD. 

 

 

 Теорема VIII.     диагона-
лей      : 

ABCD – параллелограмм,  АВ2 + ВС2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2. 
 Теорема IX.    углов 
    180. 

ABCD – трапеция,  BC || AD,  
А + В  =  D +  C  = 180. 

 Определение.     , 
   . 
 Теорема X.   трапеции   
   . 

BC || AD, АР = РВ, DE = CE     

PE || AD,   
2

BCADPE 
 . 
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 Теорема XI.   равнобокой    
,     : 

АВ = CD   A = D. 
В равнобокой трапеции диагонали рав-

ны. 

В равнобокой трапеции   ВD = Lсред. линии,  т.е. 
2

ADBCDB 
 . 

Теорема XII. Диагонали трапеции делят ее на четыре тре-
угольника, два из которых (прилежащие к основаниям) подобны, 
два (прилежащие к боковым сторонам) равновелики. 
 

 
 

 

      ABCD – трапеция,   
 ВОС ∾ AОD,   SABO = SDCO. 

В некоторых задачах для любых 
трапеций используют дополнительное 
построение СМ || BD. Тогда получаем 

BD = CM,    BC = DM, 
АМ = 2Lсред.линии, 
АМ = ВС + AD. 

 формулы площадей четырехугольников. 
 

 
 

 
 

 

 

П   произ-
ведению  : 

S = ABAD. 
   определяет-
ся  : 

S = ADBE = ABADsin, 
 ВЕ   , прове-
денная   AD. 
   ABCD  BC || AD  
вычисляется  : 

BEBCADS 



2

, 

 ВЕ      AD. 
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     произве-
дения : 

BDACSABCD 
2
1 . 

 любого выпуклого четырех-
угольника равна половине произведения диа-
гоналей на синус ушла между ними: 

 sin
2
1

21ddS . 

Площадь правильного п-угольника  

n
naS 

 ctg
4

2
. 

 
Примеры решения задач 

 
 Задача 3.1.    9 3  см2,  вели-
чина   ,  ,  120. 
  . 
 Решение.   ABCD, AC = BD  как  
; АС = BD = d.   
    площади 
   = S =  S AODABCD 4  

= =   d 





 120sin

22
14

2

120sin
2
1 2d ; 

 Так как 
2
360sin)60180sin(120sin ===   и по  условию 

39=  S ABCD , т  
2
3

2
39

2


d ,  d 2 = 36,  d = 6.    

 BAD  . Ов  АВ = CD = x,  AD = BC = y   
и       ,   :   х2 + у2 = d2 = 36. 

  SABCD = xy,  ху39 .   






 .xy = 

 = y+x
39

,3622
   

  ответ: 3 см, 3 3 см.  
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 Задача 3.2.    46 ,   
  17 .   . 

 Решение.    ABCD диа-
гонали  АС = BD = d,     
АВ = CD = x, AD = BC = y.  пря-
моугольника  РABCD = 2х + + 2у = 46,  о 
х + у = 23.   BAD = BCD  

  ,  АВ2 + AD2 = BD2.  
   







,23

,222

 x+y = 

d=y+x 
   или   







. x+y = 

= y+x

23

,17222

 

     : (х + у)2 = 232, 

  х2 + 2ху + у2 = 232, 
2

1723
2

)(23 22222 





yxxy = 120. 

 Ответ: 120 см2. 
 Задача 3.3. Найти площадь параллелограмма, если его диагона-
ли равны 3  5 ,      равен 60. 
 Решение.   ABCD  АС = d1 = 5 cм; 
BD = d2 = 3 cм, AOD  = 60   .  

  = S =  S AODABCD 4  







  60sin

2
160sin

222
14 21

21 dddd  

4
315

2
353

2
1

 . 

 Ответ: 
4

315 см2. 

 Задача 3.4.    48 , 
      26 . 
  . 
 Решение.  О    
 .    , 
. . АВ = ВС = CD = AD = 12 cм.   
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  ОВ = х.  ОС = 13 – х.     
х2 + (13 – х)2 = 122,     2х2 – 26х + 25 = 0, 

т.е. 26х – 2х2 = 25.    ВD  = 2х  АС = 26 – 2х,  

S ABCD
  .25226

2
2262 2 = х x  = x  x   = 

  

 Ответ: 25 см2. 
 Задача 3.5.      5 ,   
 2 2.    . 
 Решение. ,     
  ;   
 . Обозначим АС = d1,  
BD = d2  . 
 ,    

 212
1 ddSABCD 2 см2. 

   d1 + d2 = 5 cм.    







.4

,5

21

21

dd
dd

    ,   d1 = 1, d2 = 4.     

 диагонали   ,  BO = OD= 

=
2
1 cм,  АО = ОС = 

2
4  см.      

2
174

4
122  АОВОАВ . 

 Ответ: 
2
17  см. 

 Задача 3.6.   ABCD  АВ = 2 см, ВС = 
= 3 см,  Е    AD. 
  ,  
,   АС  ВЕ 
. 
 Решение.  DM  CN парал-
лельно BE ( M   BC, N   
 AD).  P  Q     BE  MD  
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AC.  ABE   MDC  (AB = CD, BAE = MCD, 
ABE = CDN        противо-
положно направленными ).  ,  

BCEDMC
2
1

 .   ,    CAD 

 ACB, 1
ED
AE

PQ
AP , 1

MC
BM

QC
PQ , . . АР = PQ = QC. 

    у. 
  АРЕ  ВРС    ,  

   
2
1


PC
AP ,  

1
2


PE
BP .  

РЕ = х,  ВР = 2х.  АВЕ    DCN, 
  . S  =  S EBCNABCD   параллелограмма EBCN  
СРВЕ = 6ху. , SABCD = 6 xy.   

АРВ  ВРС : 










,944

,44
22

22

ух
ух

 откуда 
3
52 у , 

12
72 х . 

 ,   

SABCD = 35
12
7

3
56  . 

 Ответ: 35 см2. 
 Задача 3.7.      12 ,  
   16 .     . 

 Решение.  MN   ли-
ния ; ВР  CQ  . 
 АВР  QCD    
 (АС = CD)   (ВР = 
СQ). , AP = QD.  
, BC = PQ. 

    ВС + AD = 2AP + 2PQ = 2AQ. 
 ,  AQ = MN.  AC   

  ACQ: 201216 22 АС . 
 Ответ: 20 . 
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 Задача 3.8.    АВ  CD  ABCD 
  М  N ,   MN    
   .  
MN,   BC = a, AD = b.  
 Решение.  BC = a, AD = b. 
 АВ  CD    
 S.  ASD, MSN, BSC 
.   треуголь-
ников   квадраты соответст-
вующих . Обозначим площадь BSC 

через ,   MN  х.  2

2

a
bS ASD  , 2

2

a
xS MSN  .  

 SASD – SMSN =  SMSN – SBSC,    


















 12

2

2

2

2

2

a
х

a
х

a
b  

2

22
2222 abxaxxb 

 . 

 Ответ: 
2

22 ba  . 

 Задача 3.9.       
 .     3 ,  
  42 .   . 
 Решите самостоятельно. 
 Ответ: 96 2. 
      .  . ,  отсекаемый 
   . 

 Задача 3.10.   KN,  KM   
 KL  KLMN  a,  диагонали LN  
b.     MN.  
 Решение.  LH  MP   
.  HK = x.    

 22 xaLH  .   
         
HLN :   

LH2 + HN2 = LN2     (a2 – x2) +  (a + x)2 = b2  2ax = b2 – 2a2. 
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  HLK  KMP      , 
 KP = HK = x.    MNP   

 MP = 22 ха  , PN = a – x,   
MN2 = MP2 + PN2 = 

= a2 – x2 + (a – x)2 = 2a2 –2ax = 2a2 – (b2 – 2a2), 
224 baMN  . 

 Ответ: 224 ba  . 
 Задача 3.11.   четырехугольнике ABCD  
АС  BD     О.  отношение  
треугольников АВС и BAD,  АО : ОС = 3:4, ВО : OD = 2:5. 
 

 Решение.  SBOC = S.  отношения 
4
3






OC
AO

S
S

BOC

AOB  

, что SS AOB 4
3

 .   

2
5






OB
OD

S
S

AOB

AOD ,  .
8

15
4
3

2
5 SSS AOD   

 ,  

3
2

8/154/3
4/3











SS
SS

S
S

ABD

ABC . 

 Ответ: 2 : 3. 
 Задача 3.12.   выпуклого  ABCD, 
   1,   K  AB, L  BC, M  
CD  N  AD ,    AK : KB = 2,  BL : LC = 1 : 3,    CM : MD = 1,  
ND : NA = 1 : 5.   ль SAKLCMN. 
 Решение.   АВС  KBL   

BLKB
BCAB

 ,    

SABC = BBCAB  sin
2
1 ,  

SKBL BBLKB sin
2
1

  



 63 

(. . 
BCAB

BCAB
S
S

BKL

ABC

4/13/1 





 , .  теорему I  § 2), следова-

тельно,  SKBL =
12
1 SABC.  , SNDM =

12
1 SADC.  

SAKLCMN = (SABC –  SKBL) + (SADC – SNDM)  =  

=
12
11

12
11)(

12
11

  ABCDACDABC SSS . 

 Ответ: 
12
11 . 

 Задача 3.13.    ABCD  
   Р.      SABP = S1,  
SBCP = S2,  SCDP = S3.   SАDP.  
 Решение.  АВР  ВРС     ВН, 
 е     :  

PC
AP

S
S


2

1 . 

 ,   
 ADP  CDP, имеем 

2

1

3 S
S

PC
AP

S
S ADP  . Отсюда получаем ответ:  

2

31

S
SSS ADP  . 

 Задача 3.14.   ABCD  E    сто-
роне CD.  O   BD  AE.   площадь  DOE,  
 DE : CE = 1 : 2, AO  = 2OE  SAOB = 1. 
 Решение.  АОВ =DOE = .  
   

,
2sin

sin

2
1
2
1

OB
OD

OBAO
ODOE

S
S

AOB

DOE 






  

    достаточно  е . 
OB
OD  Про-

должим АЕ  пересечения  ВС   Р.  AED  
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ECP   коэффициентом  .   =  
EC
ED  =  k

2
1  Обозна-

чим ОЕ = х.  АО = 2х, АЕ = 3х, ЕР = 6 х.  AOD 
  ВОР    

= 
OP
AO  =' k

7
2

7
22 =

 x
 x=

OP
 x ,  .  =  

OP
AO  =  

OB
OD

7
2   образом,  

7
2

  OB
ODSS AOBAOD ,     

7
1

2
1

7
2

  AO
OESS AODOED . 

 Ответ: 
7
1 . 

 Задача 3.15.    ABCD  
,    АВ  CD,  1 . 
 ВС  AD .   , 
   АС  BD. 

 Решение.  Р  Q  середины 
CD  AB,  M  N  середины диагона-
лей.   M, P, Q  N. 
 MP  QN    параллель-
ны AD (как  линии  треуголь-
никах ACD  ABD). 
 ,  MQ  PN 
  . Поэтому MPNQ 
  .  между сосед-
ними  этого параллелограмма 

  между BC  AD, . . MPQN  . Диаго-
нали  , . . PQ = MN.  
 Ответ: 1 . 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 
 1. Длина стороны квадрата ABCD равна 4. Найти:  
 а) площадь квадрата;  
 б) длину диагонали квадрата;  
 в) расстояние от точки пересечения диагоналей до точки, делящей 
одну из сторон квадрата на части в отношении 1 : 2. 
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 2. Найти площадь квадрата, если его диагональ равна 4 м. 
 3. Как изменится площадь квадрата, если каждую его сторону уве-
личить в 3 раза? 
 4. Как изменится площадь квадрата и его периметр, если диагональ 
квадрата уменьшить в три раза? 
 5. Длины сторон прямоугольника равны 4 и 8. Найти: 
 а) площадь прямоугольника; 
 б) длину диагонали прямоугольника; 
 в) синус угла между диагональю и большей из сторон; 
 г) синус угла между диагоналями прямоугольника. 
 6. Как изменится площадь прямоугольника, если одну из сторон 
увеличить на 50 %? 
 7. Определить периметр прямоугольника, если его диагональ равна 

102 м, а площадь 12 м2. 
 8. Чему равны стороны прямоугольника, если его периметр 74 дм, а 
площадь 3 м2? 
 9. Чему равны стороны прямоугольника,  если  они  относятся  как  
4 : 9, а его площадь 144 м2? 
 10.  ,      1,5  
 ,  49

24      

175 .   . 
 11.     x  y  30 % 
     x  120 %     



3 .  x. 

 12.   ABCD,    30,  сто-
ронах AB  AD    E  F ,  АЕ : ЕВ=  
=5 : 1,  AF : FD = 2 : 3.    FOD,  O   пересе-
чения  DE  CF. 
 13.       
 266 см2,     5   . 
 14.   ABCD  4.   D проведена 
 l,   BC     2 
   AB.     l  сторо-
ну BC? 
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 15.  M   AC  ABCD   a  
 АМ : МС = 3 : 1,  N   AB,   NMD  
.   AN. 
 16.    16 см2,   одного  
,  ,  150.   -
. 

 17. В прямоугольник со сторонами 3 и 4 м впи-
сан другой прямоугольник, стороны которого отно-
сятся как 1 : 3. Найдите площадь вписанного пря-
моугольника. 
 18. Сторона ромба равна 8 м, а острый угол равен 

30. Найти: а) площадь и б) диагонали ромба. 
 19. Найти  площадь  ромба,  если его высота равна 10 м, а острый 
угол 30. 
 20. Найти площадь ромба, если его диагонали 24 и 7 м.  
 21.    20 ,     
14 .   . 
 22.    2    .  
    . 
 23.    28  21.   . 
 24.    12 ,     15 . 
  . 
 25.   ,      4 ,  
   45. 
 26.      12 см2,   
    3 : 4. 
 27.   ,  ,    
 ,    . 
 28.    8,   1.    
. 
 29. Стороны параллелограмма равны 7 и 9 м, а площадь его равна 
126 м2. Найти обе высоты. 
 30.  Стороны параллелограмма равны 5 и 8 м, а один из углов ра-
вен 150. Найти площадь параллелограмма. 
 31. Диагонали параллелограмма, равные 5 и 12, пересекаются под 
углом 30. Найти площадь параллелограмма. 
 32. Площадь параллелограмма равна 96 м2, а высоты его равны 6 и 
8 м. Найти периметр параллелограмма. 
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 33. Площадь параллелограмма равна 64 м2, а расстояние от точки 
пересечения диагоналей до сторон равны 2,5 и 5 м. Найти стороны 
параллелограмма. 
 34. Площадь параллелограмма ABCD равна 4, угол D равен 45, 
сторона ВС равна 24 . Найти диагональ АС. 
 35. Площадь параллелограмма ABCD равна 21, угол АВD равен 
45, диагональ ВD равна 23 . Найти сторону ВС. 
 36.    48 ,    
  5 : 7.    параллелограмма. 
 37.     ,    
  3  4,    28. 
 38.    25  15 .   
  45.   параллелограмма. 
 39.      45  
  6  72 .     параллело-
грамма. 
 40.     5 : 8,   
  60.    80 3 .  пе-
риметр . 
 41.    17  19 .   
 2 .    . 
 42.   ABCD  BD  5 ,  
  ADB  4/5.   ,  
 AB  41  . 
 43.  В  ABCD  .  сторон АВ = 
=3 , ВС = 8 .    3/5   
  АВВС.   AC. 
 44.   ABCD  35  см2,    
 A  60.  BH,    AD,  

3  .   BD. 
 45.   равен 90 ,  угол 60. 
      отношении 1 : 3. 
  . 
 46.  ,     
,  2     пополам.  Острый 
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угол параллелограмма 30.  , проведенную  верши-
ны  . 
 47.    8  3.   
углов ,    стороне,  
    .    . 
 48.      параллело-
грамма  ,  a  b.   . 
 49. В параллелограмме ABCD биссектриса угла В пересекает сто-
рону CD в точке Т и прямую AD в точке М. Найти периметр треуголь-
ника СВТ, если АВ = 21, ВМ = 35, MD = 9. 
 50. Точка М лежит на стороне ВС параллелограмма ABCD,  точка 
K – пересечение отрезка АМ и диагонали BD. Известно, что ВМ : МС = 
= 1 : 4, а площадь ВМK = 1. Найти площадь четырехугольника 
KMCD. 
 51. На диагоналях АС и BD параллелограмма ABCD взяты соответ-
ственно точки Р и Q так, что АР : РС = 1 : 5, DQ : QB = 2 : 7.  Площадь 
PQC = 1. Найти площадь параллелограмма. 
 52.   AB, BC  AD параллелограмма ABCD   
K, M, L ,  AK : KB = 2 : 1, BM : MC = 1 : 1, AL : LD = =1 : 3. 
   :  SKBL : SBML. 
 53.      боковой 
    .    48. 
   . 
 54. Диагонали трапеции равны 6 и 8, а ее площадь 24. Найти сред-
нюю линию трапеции. 
 55.  Диагонали трапеции равны 30 и 40, а ее средняя линия равна 
25. Найти площадь трапеции. 
 56. В прямоугольной трапеции длина диагонали равна длине боко-
вой стороны. Найти длину средней линии трапеции, если длины ее 
высоты и боковой стороны равны соответственно 2 и 4. 
 57.   ABCD      AD : BC = 5 : 3. 
Диагонали трапеции    O.  BOC  
12.  и AOD  COD. 
 58.    a  b.    
,      
 . 
 59.    a  b. ,  относятся 
 ,      . 
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 60.   ,    
 ,       4  8 
.   . 
 61.      10,  диагонали 
 .    трапеции. 
 62.       3, 
    30    . Найти  
,         
  . 
 63.    ,    
  8     . 
 64.     10,   48. 
  . 
 65.      7  13    
 8  10 . 
 66.    ,  кото-
рой   12  20 ,    -
. 
 67.       
  15  9,    -
.   . 
 68.  ,    перпендику-
лярны,  4.   ,  ,   
    5. 
 69.       меньше-
му,         . 
 70.        
.    8 ,    
112 .   . 
 71.      5  9   
 12   12 . 
 72.   ABCD  ВС = 3     AD = 5 . 
   A  60,  угол   D  30. 
  . 
 73.   ABCD     O. 
 AD = 18 , АО = 10 , ОС = 5 .   основа-
ния BC. 
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 74.  AB  ABCD   основания CD  
          AD.    АС = а, ВС = b. 
Найти   ABCD. 
 75.          
20  70,   ,  середины , 
 2.   ,     
 4. 
 76.   ABCD  ВС = 1, AD = 2. -
 я  ,  AB   P, 
AC   L, BD   R  CD   Q,  PL = LR.  
PQ. 
 77.   ABCD  AD = 10  ВС = 6.  E  
 CD.    SABCE : SAED. 
 78.    ABCD    F    G      стороны  
AF : FB = 1 : 2  CG : GD = 1:1.  AD = 12, BC = 5.  
  SFBCG : SAFGD. 
 79.   ABCD   AD = 393 , ВС = 39 , 
BAD = 30, ADC = 60.   D  прямая,  
    .     
,   . 
 80.   ABCD  AD = 12, BC = 3.  -
 BC   M ,  AM    
,    3/4  .  
 CM. 
 81.   ABCD  E     CD. 
 BD  AE    O.   SDOE, 
 DE : EC = 1 : 2, AO = 2OE,   SAOB = 1. 
 82.   ABCD  M     AB, 
 BD  CM    O. ,  АМ = МВ, 
СО = 4ОМ, SВОМ = 1.   SСОD. 
 83.  M     AB  ABCD. 
 CM  BD    O. ,  площадь 
SDСО = 7, АМ = 2МВ, СО = 2ОМ.   SВМО. 
 84.   ABCD  F  E   AD  
 AF : FE : ED = 1 : 4 : 1.  BE  FC  
 AC  BD   M  N,   DC = 60  AD = 24. 
  MN. 
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 85.   ABCD  AD = 30, BC = 24,  AB = 
=3, BAD = 60.     E.   
SCED. 
 86.   ABCD  BC = 3,   AB = 
=CD = 3.    60.   AD. 
 87.   ABCD  AD = 7 .  AC  BD 
пересекаются   K. ,  AK = 1, KD = 2,  

DAC   =  BAC  .   SABC. 
 88.    ABCD BAD = ADC = /2, осно-
вание AB = 1,5AC, DCA = BCA, AD = 4.    SABCD. 
 89.    ABCD  AC  BD 
   O.   : 
 ) АОВ и ВОС,   АО : ОС = 3 : 5; 
 ) BCD  AOB,  AO : OC = 1 : 2  BO : OD = 3 : 1. 
 90.    ABCD  -
,   ,   AB  CD, 
 1 .   ,   BC  AD. 
 91.       1  
 2 .    , ,  длины 
,   противоположных , . 
 92. В выпуклом  ABCD углы ABD и ACD равны. 
Найти величину угла при вершине А четырехугольника, если углы 
DBC и CDB равны соответственно 57 и 63. 
 93. Величины  углов  выпуклого  многоугольника  относятся  как 
1: 3 :4 : 5 : 7.  Найти величину меньшего угла. 
 94. Найти углы правильного п-угольника, если: а) п = 6,  б) п = 10. 
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IV. ОКРУЖНОСТЬ 
 

Хорда. Касательная. Секущая. Вписанный угол. 
Центральный угол 

 
Определения и теоремы 

 
 Определение.      
,      ,  
,   ,  . 

  ,     
    . 
 О  , А   , 
 R      OA = R. 
 Определение.    -

,         
 ,         
,   . 
 Определение.     называется 
,        -
. 

 
 a                           b   

 
 Определение.      
,        
. 
 Определение.    ,  
    . 
 Определение. Хорда, проходящая через центр окружности, на-
зывается  (d = 2R). 
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     Определение.  окружности называется 
часть окружности, заключенная между двумя 
точками данной окружности. 

Определение. ,   -
, называется , вершина которого  
  окружности,   являются хор-
дами окружности. 

АВС      . 
Определение.   -

  называется ,  которого -
    окружности. 

O   ,  
DOE       

 

 
 

 
        . ,  вписанный ( центральный) 
 опирается   ,  точки пересечения 
   окружностью      (АВС  
   АС, DOE     DE). 
 Определение.     называется 
величина  ,    . 
 Определение.    , 
      . 

                                 
                    Концентрические  
                                  окружности 
 
 Определение. Две окружности, имеющие общий центр, называ-
ются . 
         
 следующие . 
 Теорема I.     
,    . 
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АВ  ,    
А    , 

О   , 
ОА  АВ. 

      
      Теорема II.  , про-
веденных     , 
. 
 СА  и СВ  ые, 

СА = СВ. 
 

 Теорема III.  , -
   ,   
  . 
    СА  СВ, 
 О   , 
 BCO   =  ACO   . 
 

 Теорема IV.  перпендикуля-
ра,      
,    . 
 О   , АВ   , 

ОС  АВ     АС = СВ. 
 

      Теорема V.     
 внешнюю     
, проведенной      
. 
 АС  , CD  , 

АС ВС = CD2. 
 

 Теорема VI.   
,    точки  
 ,   внешнюю  
    . 

АС  ВС = ЕСDC. 
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      Теорема VII.  ,  
     -
, . 

      АВ  ВС = DB  BE. 
 

 Теорема VIII.  ,  
 ,    вели-
чины  ,   опирается 
 , , ,   
-  , опирающегося 
   . 

О   , 

ADCAOC =  ABC = 
2
1

2
1 . 

 

 Теорема IX.  , -
       . 

ADC =  ABC  . 
 
 Теорема X.    -
  ,    
,     
,    . 

АВ  , 

ADCBAC = 
2
1 . 
 

   Теорема XI.   является 
     ,   
  . 

С = 90    АВ  , 
О   . 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 Теорема XII.        
    .  между 
 ,   ,  
   .    
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,   ,   
 . 

 
О1О2 = R2 + R1 

A   , 
О1, О2  , 
 А   
 О1О2, 

R1, R2 – радиусы.  
О1О2 = R2 – R1 

 

 Теорема XIII.    окружностей 
   перпендикуляре 
   . 
 О1, О2   , 
 А и В    
 , 
 О1О2  АВ = С   

 О1О2  АВ,  АС = СВ. 
  

  l   R   S круга вычисляют-
ся  : 

l  = 2R,      S =  R2. 
    вычисляется по формуле  Rl BA

 , где  – радиан-

ная мера АОВ   ( радиан = 



180
). 

 Определение.    
,    , -
   .    

АОВ – сектор. 

 Площадь сектора  Sсект = 2
2
1 R , где  – радианная мера АОВ. 

 Определение. Часть круга, ограниченная ду-
гой и стягивающей ее хордой, называется 
.  

 Площадь сегмента Sсегм = )sin(
2
1 2 R , где 

 – радианная мера АОВ. 
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 Теорема XIV.     описан-
ной    ,  тупоуголь-
ном   ,       -
  . 

 
Примеры решения задач 

 
 Задача 4.1.   АВ     перпендику-
ляр ОС.   ,  АВ = 6 см, ОС =  4 см. 
 Решение.   О   круга; ОС  АВ   ; 
АВ = 6   хорда.    О  А,   О  В.  
 АОВ,  которого ОА = ОВ  радиу-
сы .  АОВ  равнобед-
ренный; ОС = 4  .  
 Из прямоугольного АОС п  

  52534 22 R . 
 Ответ: 5 . 
 Задача 4.2.   A    касательная 
АВ    ,          С    D  
(АС > AD).   CD,  АВ = 12 см, АС = 18 см.  
 Решение.    А   ы 
 АВ  ая АС.  

  AD = x,  DC = AC – AD = 18 – x. 
     
  , -
     -
, ,   АВ2 = АСAD.   
 122 = 18х,  х = 8 см. 
    

DC = AC – AD = 18 – 8 = 10. 
    Ответ: 10 см. 

 

 

 Задача 4.3.       , 
   ,      
 2 : 7. 
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 Решение.  BD    
 2:7. ,  DNB 

составляет 
 802

9
360 , а дуга DLB = 280. 

       
 ,  

 4080
2
1

2
1 DNBABD . 

 Ответ: 40. 
 Задача 4.4.      каса-
тельной  12   18 .     -
. 

 Решение.  А  В   
, О    
 CQ  касательная.   
 А  В  АР  
BR   CQ. Треуголь-

ники APC  BRC ,     

2
3


BR
АР ,  

2
3


BC
АC .  

        r.    AB = 2r,  BC = 2AB =  
= 4r,  OC = 5r.  OQC  BRC .  

 
BR
OQ

ВС
ОС


4
5 , .. 

4
5

12


r , отсюда r = 15, d = 2r =30.  

 Ответ: 30 . 
 Задача 4.5.         
 .    , проведенными  

    . 
 Решение.    каса-
тельных,    
  , ,  

|CA| = |BA| , ОВ = ОС = R, ОВ  ВА, 
ОС  АС. и ОВА и ОСА 
равны, ОА   ВАС.  
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 ОСА  прямоугольный,  
2
1

2||
||sin 

R
R

OA
OCOAC . Тогда 

ОАС =30, откуда ВАС = 60. 
 Ответ: ВАС = 60. 
 Задача 4.6.       А   В. 
   АВ,    окружности 
   Р, Q, R  L.   .  =  QAR    
 . PBL    
 Решение. BPR = BAR  -
    одну  
BR. Аналогично QLBQAB =   ( 
QB).   BAR QAB ,   

  = PLB + BPL ,    
    180. 
 Ответ: 180 – . 
 Задача 4.7.     ,    

      R
5
3     

  ,     4 : 9.  
 Решение.  АР = РВ  СР : PD = 4 : 9. 
Тогда АОР = ОРВ   , 
 АОР = ОРВ = 90.   
  

R . = RR =OPOB=PB 5
4

25
9 22222   

  СР = 4х   PD = 9x.     
    

СР  PD = AP  PB   36х2 = RxR
15
2

25
16 2   

  . Rx = PD = 
5

69    OPD  OD = R, R = OP
5
3 , R = PD

5
6 , 

поэтому 
9
5

2
cos

222
 =

PDOP
ODPD+OPOPD=




 .  
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 Так как DPB = 90– OPD, то sin DPB .   =  OPD  =
9
5cos  

 Ответ: . arcsin
9
5

  

 Задача 4.8.         
     длины.  
   arcsin 0,8.   ,   

  8 . 
 Решение.  секущая 
   . Докажем 
.  АС  , проходящая 
через  ,  АМ   
.    

АМС = CMD + DMA =  
= 90 + DMA, 

 АМС – .  АС   , . . 
  ,  АС > АМ,   -
 . 
  АВ – .  АОВ – . 

 10
sin

= 
OAB

OBAO = 


  АС = СО + ОА = 18. 

 Ответ: 18 . 
 Задача 4.9.    R = 4 см   

KB   AK,     величиной . 
8
  

  В проведена   окружности, 
  AK   C.    

AM  в АВС. 
 Решение.   АKB прямоуголь-
ный,  KAB = 90 – AKB =

8
3 , по-

этому ВАС . ==
8
π5

8
π3π   В 

AKB   дугу  АВ,  значит,  
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ВОС = 2AKB =
4
 ,  ОСВ = 

442








 . Мы получили, 

что  ОВС  прямоугольный и равнобедренный, поэтому ОВ = ВС = 
= 4 см,   ОС = 24  см.  Отрезок АС = ОС – ОА = )12(4  см,     

МС = 2
2


ВС см.     АСМ,   

АМ2 = АС2 + МС2 – 2АСМСcosАСВ = 36 – 24 2 , 

)12(322233222436 АМ . 

 Ответ: )12(32  . 
 Задача 4.10.     
 1   2   5 .      
,        
. 
 Решение.  О1  О2  
   2   
1 , А  В    
 .  О2 
 , параллель-
ную АВ,   
 О1А   С. 
 О1СО2 – прямоугольный,  О1О2 = 5 см  О1С = 
= 3 см.    О2С = 4 см ,  АВО2С  
,  АВ = О2 = 4 см.  
 Ответ: 4 . 
 Задача 4.11.      внешним 
   С.    2   7 . 
    , проведенная  
 С,         D. 
        D.  
 Решение. ,  О1DО2 .  А  В 
  . Треугольники  CDO1    BDO1    гипоте-
нузе  ,   BDO1 = CDO1. Аналогично  АDO2 =   
= CDO2.   
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    CDO2  CDO1  явля-
ются    АDС  
СDВ,     
180,    
O2DС + CDO1 = О2DO1 = 90. 

  CD    -
 О2DO1,    DC2 =    

= О2ССО1 = 14 см (.  XIX, ' 1),  .   =  DC 14  При 

этом О1D = 234142
1

2 CODC . 

 Ответ: 23 см. 
 Задача 4.12.    32     
 О1  О2, ,   О1О2    
.   ,    
    О1О2. 
 Решение.  третья      
 А  В   О1О2   С, М  N   пересечения 
  окружностей  отрезком О1О2. 

   32
3
2

211  OONО см, 

то О1О2 = 48 см.  равенства 
 О1ОС  О2ОС ( 
  ) , 
  О1С = О2С = 24 см.  
   r  
.  ОСО2   ОО2 = 

= 32 – r, ОС = r, СО2 = 24 см,   
О1О2 = (32 – r)2 = r2 + 242   r = 7. 

 Ответ: 7 . 
 Задача 4.13.         
    .    
 . 
 Решение.   О1  О2   ей, А, В,  С и D  
     .   
   соответственно r  R.    -
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 АР па О1О2.  ОО1    
АОС,   

21


 АООВАР . 

 
  АВР  АР = О1О2 = r + R    ВР = О2В – О2Р = О2В – 

– О1А = R – r.   АВР ,  
2

sin  = 
AP
BP , 

отсюда  



2

sin = 
r +R
r  R




2
sin

1

1
=

+
r
R
r
R

  . 
+

= 
r
R

2
αsin1
2
αsin1


 

 Ответ: . 
+

2
αsin1
2
αsin1


 

 Задача 4.14.       
   K.   K   KB о 
.  ВD     
   C. и  CD,  KB = 2R   

.   =  BKD    
 Решение.  O    
.  BKD  BOC 
 ( ,   
BDK    опирается  , 
 OC  радиус,    
;  ,    
  ).  ,  
ВОС = .       r. 



 84

  cos
ВО
ОС   ОС = r,  


cos

2
 = 

rR
r ,  




cos1
cos2

+
 R = r .     

CD = BD – BC = 2Rsin – rtg = 



cos1
2sinR . 

 Ответ: CD = 



cos1
2sinR . 

 Задача 4.15.   R  r    
 , AD  BC      
. ,    ABCD  
 ,    . 

 Ответ: .
R+r

Rr2  

      . Доказать,  
OD, OA, OB  OC  
биссектрисами  CDA, DAB, 
ABC  DCD ,  , 
 О равноудалена   
 ABCD.   
  COB  . 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
 1. Центральный угол АОВ на 30 больше вписанного угла, опи-
рающегося на дугу АВ. Найти каждый из этих углов. 
 2. Хорда АВ стягивает дугу, равную 115, а хорда АС – дугу в 43. 
Найти угол ВАС. 
 3. Окружность разделена на три части в отношении 3 : 8 : 4. Найти 
величины углов треугольника, вершины которого лежат в точках де-
ления окружности. 
 4. Хорды АВ и СD пересекаются в точке Е. Найти ЕD, если: 
 а) АЕ = 5,  ВЕ = 2,   СЕ = 2,5; 
 б) АЕ = 16,  ВЕ = 9,   СЕ = ED. 
 5. Вычислить длину окружности, если радиус равен: а) 10 м; б) 35 м. 
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 6. Вычислить радиус окружности, если ее длина равна: а) 1 м,  
б)25 см. 
 7. Найти длину маятника стенных часов, если угол его колебания 
составляет 38, а длина дуги, которую описывает конец маятника, рав-
на 24 см. 
 8. В окружности с радиусом, равным 16, определить длину дуги, 
содержащей 45. 
 9. Определить радиус окружности, если длина дуги равна 6, а гра-
дусная мера 135. 
 10. По данной хорде K определить длину ее дуги, если она содер-
жит: а) 60;  б) 90;  в) 120. 
 11. По данной длине дуги l определить ее хорду, если дуга содер-
жит: а) 60;  б) 90;  в) 120. 
 12. Определить радиус окружности, если она длиннее своего диа-
метра на 107 см. 
 13. Из двух концентрических окружностей одна равна 167 см, а 
другая – 117 см. Определить ширину кольца. 
 14. Определить площадь круга, если радиус равен: а) 10 м;  б) 4 дм. 
 15. Определить радиус круга, если его площадь равна:  а) 2 см2;  
б) 50 м2. 
 16. Найти площадь круга, диаметр которого равен 10 см. 
 17. Определить: 
 а) площадь круга, если длина окружности равна 8 см; 
 б) определить длину окружности, если площадь круга равна 18 см2. 
 18.  Определить площадь сектора, если радиус равен 6, а дуга со-
держит: а) 90;   б) 60. 
 19.  Определить площадь сегмента, если радиус равен 6, а дуга со-
держит: а) 90;   б) 60. 
 20.       7 : 4, 
    12 .   меньшей 
. 
 21.         
 32 ,   . Определить  
,      8 . 
 22.    тре  окружностями 
.     3,   
 1.    .  



 86

 23.       , 
   ,      
 1 : 3. 
 24.  Через точку окружности проведены касательная и хорда. Ве-
личина угла между хордой и касательной равна 60. Найти отношение 
длин дуг, на которые хорда делит окружность. 
 25.     ,   
   5 : 6 : 7      
.   ,   
. 
 26.        
 4  9 ,   . 
 27.      6     
     5  4 .      
  . 
 28.         
 ,  36  48 ,     
42 .   . 
 29.  P      11  -
 7.  P    18.   
,   P  . 
 30.   AB      OC. 
 AB,  ОС = 12 ,    13 . 
 31.     A         AB  
,     C  D  (АС >AD). 
  CD,  АВ = 15 , AD = 9 . 
 32.         
12   ,  2/3    -
.   . 
 33.   A,   ,   
AB   AC,   AC  8  ВАС = 30.   
CM,  AB. 
 34.        
 6,      1.    
     ? 
 35.  CD,   AB окружности,  
   1 : 3.   CAD    CBD  . 
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 36. ,     -
   ,    отношении 1 : 3. 
   . 
 37.    BC  АВС   
,    A,   AB  AC   
 D  E .   BAC  ,  ВС = 12, 

AD = 3,5, 
5

9 = EC . 

 38.   АВС ы АВ = ВС = 6.   AB  
   ,  BC   D 
,  BD : DC = 2 : 1.    AC. 
 39.   АВС   АВ = 1.  AB   
диаметре  ,   AC  D по-
полам,  BC   E   ВЕ : ЕС = 7 : 2.   AC. 
 40.   разных     
. ,   ,  прямоугольный 
.    окружности,   
     соответственно 6  4 . 
 41.  и  10    A проведены  
 AB  AC,  12 .   BC. 
 42.     A   касательные AB  
AC,  12 .     B  C  
4 .   . 
 43.       1 .   
,      . 
 44.    1      60,  
    .  площадь -
 ,  сторонами   -
. 
 45.      1 , ограниченного 
   90. 
 46.   R       
       диаметра, -
  .  , ограниченную  
     . 
 47.   ,    60,  . 
      . 
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 48.       60  120. 
      . 
 49.  ,   ,   взаимно 
 . ,    
,  6 .   . 
 50.  ,   ,   
    16  30.   
. 
 51.    17,5    AB,  
AC  BC,  CD   AB.    AC 
 BC,  АС : AD = 5 : 3. 
 52.      5  расстоянии 3  
         2 : 3. 
  . 
 53.     4    5. 
  ,      . 
 54.      6    
      5  4.     
 . 
 55.  ,   25 ,    
        40  30 . 
    . 
 56.    R  r   . 
     ,  
 . 
 57.    R  r   .  
       ,   
    касательная   . 
   . 
 58.     27  13 ,   
    50 .      
(      )   
(      ) -
. 
 59.       80 . 
  4  8.     -. 
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 60.        1,  
     4.    -
. 
 61.    5   2      
 .   ,   
   . 
 62.          
.      
  ,        
 . 
 63.    .    , 
     я 2   8 .  
     ,    
    . 
 64.   O   ,  
   M  N.     K, , 
 O  K      MN. Расстояние  K  OM  
MN  p  q .    K  ON. 
 65.   9     
   M.     , 
  M,   у     
 N.    ,   MN  6. 
 66.      P   AC 
 ABCD    BC  AD.  CD 
 AP   6  2,    A.  
  AD   K.    SACK. 
 67.    32R=   AB   
AK,     /12.   B проведена 
  ,  продолжение AK   
C.    AM  АВС. 
 68. Две окружности радиусов 3 и 9 пересекаются в точках А и В. 
Через точку А проведены хорды АС и АЕ, касающиеся данных окруж-
ностей (АС > АЕ). Площадь АВЕ равна 1. Найти площадь АВС. 
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V. КОМБИНАЦИИ ТРЕУГОЛЬНИКА И ОКРУЖНОСТИ 
 

Определения и теоремы 
 

Определение. Окружность называется впи-
санной в треугольник, если окружность касает-
ся  всех сторон данного треугольника. 

3амечание. В этом случае говорят, что 
треугольник описан около окружности. 

Определение. Окружность называется читанной 
около треугольника, если вершины треугольника ле-
жат на этой окружности. 

Замечание.  В  этом   случае  говорят, что тре-
угольник вписан в окружность. 

Теорема I. Центр окружности, описанной около треугольника, 
лежит на пересечении серединных перпендикуляров к сторонам 
треугольника. 

Доказательство теоремы основано на свойстве серединного 
перпендикуляра: точка, принадлежащая серединному перпендику-
ляру, равноудалена от концов отрезка. (Обратно: если точка равно-
удалена от концов отрезка, то она принадлежит серединному пер-
пендикуляру.) 

Теорема II. Около любого треугольника можно описать ок-
ружность. 

Теорема III. Центр окружности, описанной около остроуголь-
ного треугольника, лежит внутри треугольника. 

Точка О – центр окружности. 

 

Окружность описа-
на около остро-
угольного тре-
угольника 

 

Окружность 
описана около 
тупоугольного 
треугольника 

       
Теорема IV. Центр окружности, описанной около тупоугольно-

го треугольника, лежит вне треугольника. 
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Теорема V. Диаметр окружности, описан-
ной около треугольника, равен отношению сто-
рон треугольника к синусами противолежащих 
углов: 










sinsinsin
2 cbaR , 

где R – радиус описанной окружности. 
Теорема VI.  Радиус описанной  около треугольника окружно-

сти равен  

S
abcR
4

 , 

где а, b, с – стороны треугольника, S – его площадь. 
Теорема VII. Центр окружности, описанной около прямо-

угольного треугольника, лежит на  сере-
дине  гипотенузы. Радиус R окружности, 
описанной около прямоугольного, тре-
угольника, равен половине гипотенузы:  

ABC = 90°; точка О –  центр  опи-
санной  окружности  точка О  лежит 
на  АС;   AO = OB = CO = R. 

Теорема VIII. Центр окружности, 
вписанной в треугольник, лежит на пе-
ресечении биссектрис углов треуголь-
ника. 

Точка О – центр вписанной окруж-
ности,  АО, ВО, СО  – биссектрисы. 

Доказательство теоремы основано на свойстве биссектрисы уг-
ла: точка, принадлежащая биссектрисе угла, равноудалена от сто-
рон угла. (Обратно: точка, равноудаленная от сторон угла, принад-
лежит биссектрисе этого угла.) 

Теорема IX. В любой треугольник можно вписать окружность. 
Теорема Х. Радиус r окружности, вписанной в треугольник, ра-

вен отношению площади S треугольника к его полупериметру р,  т.е. 

cba
S

p
Sr




2 , 

где а, b, с – длины сторон треугольника. 
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Также  справедлива формула .1111
rhhh cba

  

Теорема XI. Длины отрезков, соеди-
няющих произвольную вершину тре-
угольника с точками касания вписанной 
окружности со сторонами, выходящими из 
этой вершины, равны. 

K, М, L – точки касания окружности со 
сторонами: AK = AL; ВK = ВМ; CM = CL. 

Теорема XII. Центры вписанной и описанной окружностей в 
равносторонний треугольник совпадают. 

Теорема XIII. Если два треугольника подобны с коэффициен-
том подобии k, то отношение радиусов вписанных и описанных 
окружностей тоже равно k. 

Пусть   R1, R2, r1, r2 – радиусы описанных и вписанных окруж-
ностей подобных А1В1С1 ~ А2В2С2  с коэффициентом подобия k, 
тогда  

k
r
r

R
R


2

1

2

1 . 

В произвольном неравностороннем треугольнике радиусы r и R 
вписанной и описанной окружностей связаны с расстоянием между 
их центрами формулой Эйлера:  d2 = R2 – 2Rr.  
 

Примеры  решения  задач  
 

Задача 5.1. Найти радиус описанной окружности и радиус впи-
санной окружности равностороннего треугольника со стороной  а. 

Решение Радиус описанной окружности 

S
abcR
4

 , где  а,  b, с – стороны треугольника, S – 

его площадь.  По условию АВС – равносторон-
ний, АВ = ВС = АС = а; А = В = С = 60°; 

SABC= 4
32a .  Отсюда .

3
3

34
4

4
34

2

3 aa
a
aR 


  
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Радиус   вписанной окружности  
P
Sr 2 ,  где Р – периметр 

АВС.  Тогда  

.
6

3
3

4
32

2

a
a

a

r 


  

Ответ: ;
3

3aR  .
6

3ar   

Задача 5.2. Найти радиус вписанной и описанной окружностей 
равнобедренного АВС с углом  при основании и боковой сторо-
ной b. 

Решение. По формуле для радиуса описан-

ной окружности получаем  S
ВСАСАВR

4
 . По   

условию   АВ = ВС = b, BK – высота  АВС, по-

этому АK = 
2
1 АС и АK = b cos,   АС = 2bcos. 

Отсюда 

SABC=  2sin
2

cossin
2

2
2 bbBKAC . 

Тогда   






2sin

cos

2sin
2

4

cos2
2

b
b

bbbR , т.е. 



2sin2

bR . Тот же ре-

зультат  еще проще можно получить по теореме V. 

Радиус  вписанной  окружности находим  по формуле  
P
Sr 2 , 

где Р – периметр  АВС. Получаем    

)cos1(2
2sin

)cos1(2
2sin

cos2

2sin
2

2 2

2














b
b
b

bbb

b

r . 

Ответ:   



2sin2

bR , 



cos1
2sin

2
br . 
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Задача 5.3. В равнобедренном треугольнике сторона основания 
равна а, а радиус вписанной окружности равен r. Найти длину бо-
ковой стороны этого треугольника. 

Решение. Обозначим ВАС = . Если точка О 
– центр вписанной окружности, то так как 

2
OAD , то 















.cos
2

;
2

tg2

b
a
a
r

 Следовательно, 

22

22

2

2

2

2

2

2

4
4

241

41

2
2

tg1
2

tg1

2cos2 ra
raa

a
r

a
r

aaab















 . 

Ответ: 22

22

4
4

2 ra
raab


 . 

Задача 5.4. Периметр прямоугольного треугольника равен 2р 
см, а его гипотенуза - q см. Найти радиус вписанной окружности и 

площадь этого треугольника. 
Решение. Пусть вписанная окружность 

касается сторон треугольника АВ в точках 
Р, Q и R. Тогда CP = CR, RА = QA, РВ = BQ 
как касательные, проведенные к окружно-
сти из одной точки.  

Положим CR-x, RA=y, BP = r. (Заме-
тим, что BPOQ – квадрат и r – радиус вписанной окружности.) Пе-
риметр треугольника ABC равен 2х + 2у + 2r = 2р, но АС = х+у   –  
гипотенуза, т.е. x+y = q. Таким  образом,    

2q + 2r = 2р  r = p – q,      SABC = pr = p(p – q).  
Ответ: r = p – q,  SABC = p(p – q). 
Задача 5.5. Найти радиусы вписанной в АВС и описанной 

около него окружностей, если длины сторон этого треугольника 
равны  10, 20 и 24 см. 

Ответ: 
3

119 см,  
1193

400 см. 
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Указание.  Для нахождения площади треугольника примените 
формулу Герона; радиусы окружностей найдите с помощью теорем 
VI и X. 

Задача 5.6. В прямоугольный треугольник вписана окружность. 
Гипотенуза делится точкой касания в отношении 2:3. Найти длину 
гипотенузы, сели периметр этого треугольника ранен 36 см. 

Решение. Через Р, Q, R обозначим точки касания описанной ок-
ружности  сторон  треугольника  АВС. 

По условию  
3
2


RC
AR . Положим АR = 2х, RC = 3х,  РВ = у. Так 

как   АР = AR,  RC = QC, PB = BQ, то  АР = 2х, CQ = 3х,  BQ = y. По 
теореме  Пифагора  АС2 = АВ2 +ВС2,  т.е. 

(5х)2 = (2х + у)2 + (3х + у)2   12х2 – 10ху – 2у2 = 0   

  0156
2









у
х

у
х

, 

у
х  = 1    или    х = у. 

Таким  образом,  периметр треугольника ABC  равен  5х + 4х + 
3х = 12х = 36,  х = 3;  АС = 5х = 15.  

Ответ:   15  см. 
Задача 5.7. Стороны треугольника равны а, b и с. Найти отрез-

ки, на которые точка касания вписанной в треугольник окружности 
делит сторону длины а. 

Решение. Пусть ВС = а, АС = b и АВ = с. Окружность касается 
этих сторон в точках Q, R и Р соответственно.  

Обозначим ВР = BQ = х, QC = CR = 
= y  и  AP = AR = z.  При этом  













.
;
;

ayx
bzy
czx

 

Вычитая из первого уравнения второе, получаем систему для 

нахождения   искомых   х   и   у: 






.

;
ayx

bcуx
  откуда  
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2
bcax 

   и  
2

cbay 
 . 

Ответ:  
2

bca  ,  
2

cba  . 

Задача 5.8.  В АВС АСВ = 90, CD – высота, ВС = 3 см, АС = 
= 4 см. Найти расстояние между центрами окружностей, вписан-
ных в CDB  и  ADC. 

Решение. Расстояние можно 
найти по теореме Пифагора из 
прямоугольного треугольника 
O1О2P, в  котором  О1Р – сумма ра-
диусов двух окружностей, а  О2Р – 
разность радиусов. 

Гипотенуза АВ = 2543 22  = 5  см. Вычислим длину высо-

ты  CD:   CD AB = BCCA, отсюда CD = 
5

12  см. 

Гипотенуза делится на отрезки 

5
9

25
144922  CDBCBD см    и   

5
16

5
95 AD  см. 

Вычислим радиус r1 окружности, вписанной в  BCD: 

5
3

180
108

5
12

5
93

5
12

5
9

2
1 







 

CDBDBC
Sr BCD см. 

Найдем радиус r2 окружности, вписанной в  CDА: 

5
4

240
192

5
164

5
12

5
12

5
16

2
2 







 

DACADC
Sr CDA см. 

Искомое расстояние 

2)(2)()( 2
2

2
1

2
12

2
2121  rrrrrrOO см. 

Ответ:  2   см. 
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Задача 5.9. В остроугольном АВС величина угла при вершине 
А относится к величине угла при вершине С как 7:6. Найти углы 
АВС, если отрезок, соединяющий центры вписанной и описанной 
окружностей АВС виден из вершины В под углом 5°. 

Решение. Пусть в АВС точка 
О1 – центр вписанной, а О2 – центр 
описанной окружности.  Известно, 

что отношение углов 
6
7





ACB
BAC  и 

угол О1ВО2 = 5°.  
Положим ВАС = 7 и BCA = 6. 
Так как О1 – центр вписанной окружности, то АО1, ВО1, СО1 –  

биссектрисы соответствующих углов АВС.  Кроме того, посколь-
ку О2А, О2В, О2С равны, то треугольники АО2В, ВО2С, АО2С равно-
бедренные и углы при основании у них равны. Таким образом, 

ABC = 180° – ВАС – ACB = 180° – 13; 
АВО1 = АВС : 2 = 90° – 6,5; 
АВО2 = ABO1 + О1BО2 = 95° – 6,5; 
О2BC = О2СВ = АВС –ABО2 = (180° – 13) – (95°– 6,5)= 

= 85° – 6,5; 
О2СА  =  О2АС  =  АСВ – О2CB  =  6 – (85°– 6,5)  =  

= 12,5 –85°. 
О2АВ = CAB – О2AC  = 7 – (12,5 – 85°) = 85° – 5,5. 
Но О2AB = ABО2, тогда 85°– 5,5 = 95°– 6,5,   = 10°.  
Таким образом,  BAC = 7 = 70°;  BCA = 6 = 60°;  ABC = 

= 180° – 13 = 50°. 
Ответ:  50°;  60°; 70°. 

Задача 5.10. В ABC из вершины прямого угла С проведена 
медиана CD. Найти расстояние между центрами окружностей, впи-
танных в ACD и  BCD, если ВС = 4, а радиус окружности, опи-
санной около  АВС, равен 2,5. 

Ответ: 
12

135 . 
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Указание. Для нахождения сторон ABC воспользуйтесь тем, 
что радиус описанной окружности равен половине гипотенузы.  

Найти радиусы окружностей по формуле  
p
Sr  , где  S – площадь 

треугольника, а р –  полупериметр. 

 
 

Отрезки  ВР  и  AQ  можно найти  по  формуле   ВР = r1 ctg
1
 ,  

AQ = r2ctg
2
 . Искомый отрезок О1О2 находится по теореме Пифаго-

ра из прямоугольного треугольника O1RО2, в котором O1R = r1 – r2, 
a  О2R = PQ = AB – BP – AQ. 

Задача 5.11. В АВС вписана окружность. К этой окружности 
проведены касательные, параллельные сторонам треугольника. Ра-
диусы окружностей, вписанных в образовавшиеся треугольники, 
равны r1,  r2 и  r3. Найти радиус окружности, вписанной в АВС. 

 
Решение.  Через r обозначим радиус вписанной в треугольник 

ABC окружности. Продолжим MN и RT до пересечения в точке А'. 
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Треугольники APQ и NRA' подобны по трем углам. Из равенства 
треугольников AOL и ОKА' следует равенство отрезков А'K и AL. 
Из равенства треугольников POL и ORK можно показать, что PL = 
= KR и, следовательно, AP = A'R. Таким образом, треугольники 
APQ и NAR равны. Треугольники ABC, APQ, CRT и MBN подобны, 
причем радиусы вписанных окружностей этих треугольников     
пропорциональны соответствующим сторонам, т.е. 

BC
r

RC
r

BN
r

PQ
r

 321 . 

Обозначим эти отношения через t. Тогда r1 = tPQ, r2 = tBN, r3 = 
= t RC, r = tВС,  но PQ + BN + RC = ВС (так как РQ = NR), поэто-
му  r1 + r2 + r3 = r.  

Ответ: r1 + r2 + r3 = r. 
Задача 5.12. В АВС вписана окружность, касающаяся стороны 

ВС и  точке D. Найти  длину АС, если  известно, что AD = DC, ВС = 

9  и   cosBCA =
3
2 . 

Решение Через Р, Q и D обозна-
чим точки касания, вписанной ок-
ружности со сторонами треугольни-
ка. Пусть DC = x, тогда BD = 9 –  х. 

Отрезки   DC = CQ,  АР = AQ  и 
ВР = BD как касательные, проведен-
ные  к окружности из одной точки. 

Опустим высоту DM в треуголь-

нике ADC. Тогда  МС = хcosС = х
3
2 ,   АС = 2МС = х

3
4 ;   АQ – АС – 

– QC = 
3
х = АР;  ВP = BD = 9 – x;  АВ = 9 – х + 

3
х  = 9 – х

3
2 . Приме-

нив  теорему  косинусов  к треугольнику ABC  получаем 

АВ2 – АС2 + ВС2 –
3
4  АСВС,     х = 3  и  АС = х

3
4  = 4. 

Ответ:  4. 
Задача 5.13. Радиус окружности, вписанной в LABC, равен 1. 

Около треугольника построена окружность, которая касается про-
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должения сторон АВ и AC, a также стороны ВС. Радиус этой ок-
ружности равен 3. Во сколько раз периметр АВС превосходит 
длину ВС? 

Решение. Опустим из центров окружностей О1 и О2 перпенди-
куляры на стороны треугольника ABC (или на их продолжения). 

Четырехугольники AMO1N и APО2Q 
подобны с коэффициентом подобия  











3
1  

3
1

2

1

РО
МО , отсюда  

(AM+AN)3 = AP +AQ.    (1) 
Отрезки MB = ВТ и СТ = NC как касательные, проведенные к 

окружности из одной точки, поэтому AM + AN = (AB + АС) – (MB + 
+ NС) = AB + AC = ВС. Аналогично, BP = BR и CQ = CR и AP + 
+AQ = AB + BC + BP + CQ = AB + BC + ВС. Таким образом, ра-
венство (1) имеет вид  

(АВ + АС – ВС)3 = АВ + АС + ВС   АВ+АС = 2ВС, 
АВ + АС + ВС = 3ВС. 

Ответ: в три раза. 
Задача 5.14. В равнобедренном треугольнике с углом при осно-

вании arctg
5

12   и стороной основания АС = 6 см вписана окруж-

ность. Вторая окружность касается первой окружности, а также 
сторон АС и СВ. Найти радиус второй окружности. 

Решение. Поскольку tgACB =
5

12 , то 

cosABC = .
13
5

25
1441

1

tg1

1
2





 ABC

 

Центр  вписанной  окружности  угла  лежит   
на биссектрисе ACB. 

;
3
2

13
51

13
51

cos1
cos1

2
tgtg 1 













ACB
ACDACBDCO  
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13
2

2
cos1sin 1 




ACBDCO . 

Площадь АВС = DCBD = DC2tgACB = .
5

108
5

129   

Сторона 
5

39
5
133

cos








ACB
DCВС . 

Радиус вписанной окружности треугольника ABC равен 

2
108
216

5
786

5
216

2
2








BCAC

SR  

или из прямоугольного О1CD:   

O1D = R = DCtgDCO1 = .2
3
23   

Опустим из центра второй окружности О2 перпендикуляр О1М 
на BD. Пусть радиус второй окружности r. В треугольнике МО1О2  
катет О1М = R – r,  О1О2 = R + r  и  МО2О1 = DCO1. Таким обра-

зом, 



rR
rR  tgDCO1  




3
2

2
2

r
r  6 – 3r = 4 + 2r,  

5
2

r см. 

Ответ: 
5
2 см. 

Задача 5.15. Биссектриса угла А треугольника ABC пересекает 
описанную около него окружность в точке D. Найти длину хорды  
CD, если центр окружности, вписанной в данный треугольник, уда-
лен от точки  D  на 5 см. 

Решение. Пусть О – центр вписанного круга; эта точка О лежит 
на биссектрисе AD. Соединим О с С и докажем, что треугольник 
ODC является равнобедренным треугольником. 

Действительно,  
OCD = BCD + OCB = EAD + OCB = 

= АСВВАС 
2
1

2
1  

(ОС – лежит на биссектрисе угла АСВ), a 
DOC= ОАС + ОСА  (как  внешний угол треугольника). Но     
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ВАСОАС 
2
1 ,  .

2
1 АСВОСА   

Итак, OD – DC = 5 см. 
Ответ: 5 см. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. Найти сторону равностороннего треугольника, если: 
а) радиус описанной около него окружности равен 10 см; 
б) радиус вписанной в него окружности равен 10 см. 
2. Длины сторон треугольника равны: а) 7, 5, 8 см;  б) 13, 15, 20 см. 

Найти: 
1) радиусы вписанной и описанной около треугольника окружно-

стей и расстояние между из центрами; 
2) длину вписанной и описанной окружностей; 
3) площадь вписанного и описанного кругов. 
3. В прямоугольном треугольнике катеты равны 40 и 42 см. Опре-

делить радиусы вписанной и описанной окружностей и найти расстоя-
ния между их центрами. 

4. Найти катеты прямоугольного треугольника, если они относятся 
между собой как 20 : 21, а разность меду радиусами описанной и впи-
санной окружностей равна 17 см. 

5. Определить относительное положение центра описанной около 
треугольника окружности, если длины сторон треугольника равны:   

а) 5, 8, 10; 
б) 8, 7, 5; 
в) 80, 315, 325. 
6. В окружность вписан треугольник АВС так, что АВ – диаметр 

окружности. Найти углы треугольника, если: 
а) 134СВ


; 

б)  70СА


. 
7. В окружность вписан равнобедренный треугольник АВС с осно-

ванием ВС. Найти углы треугольника, если 102СВ


. 
8. В окружность радиусом 5 вписан треугольник, один из углов ко-

торого равнее: а) 30;  б) 45. Найти противолежащую сторону тре-
угольника. 
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9. Найти площадь треугольника, если радиус описанной окружно-
сти равен 5, а два угла треугольника равны соответственно 45 и 60. 

10. Найти боковую сторону равнобедренного треугольника, если 
основание равно  10 см, а радиус  вписанного круга 3 см. 

11. Диаметр окружности, вписанной в прямоугольный треуголь-
ник, равен 4, диаметр описанной окружности равен 10. Найти площадь 
треугольника. 

12. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) радиус впи-
санного круга составляет 0,4 высоты BD, а периметр треугольника ра-
вен 40. Найти длину основания АС. 

13. Центр окружности, описанной около треугольника, располо-

жен   на одной из его сторон. Площадь треугольника 
2
11

169
18 , а длина 

меньшей стороны 
13
9 . Найти длину большей стороны. 

14. Углы треугольника образуют арифметическую прогрессию. 
Найти радиус описанной окружности, если сторона, средняя по длине, 
равна 4 см. 

15. Найти отрезки, на которые точка касания вписанной окружно-
сти делит гипотенузу прямоугольного треугольника с катетами  24 и 
7 см. 

16. Найти отрезки, на которые точка касания вписанной треуголь-
ник окружности делит сторону АВ, если АВ = 7 см,  ВС = 6 см  и АС =  
= 5 см. 

17. В треугольник со сторонами 6, 10 и 12 см вписана окружность.   
К окружности проведена касательная так, что она пересекает две  
большие  стороны. Найти периметр отсеченного треугольника. 

18. В прямоугольный треугольник вписана окружность. Точка ка-
сания делит один из катетов на отрезки 5 и 10. Найти площадь тре-
угольника. 

19. Длины катетов прямоугольного треугольника 15 и 20. Найти  
расстояние от центра  вписанного  круга до  высоты, опущенной на 
гипотенузу. 

20. В прямоугольный треугольник с катетами 13 и 84 см вписан 
круг. Найти  отношение  площади  круга к площади треугольника. 

21. В равнобедренный треугольник с основанием 6 и боковой сто-
роной 10 вписана окружность. Определить расстояние между точками   
касания окружности  с боковыми  сторонами. 
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22. В прямоугольный треугольник LMN (L = 90°) вписана окруж-
ность радиуса а, касающаяся катета LN в точке Р. Длина катета LN   
равна 6а.  Найти  длины  сторон  треугольника LMN и площадь тре-
угольника РMN. 

23. В равнобедренном треугольнике угол между высотой, прове-
денной к боковой стороне, и основанием равен . Площадь треуголь-
ника равна S. Найти радиус окружности,  вписанной в этот треуголь-
ник. 

24. В  прямоугольном  треугольнике  расстояние  от вершины пря-
мого угла до центра вписанной окружности равно 2 , a радиус впи-
санной окружности равен 2,5. Найти периметр треугольника. 

25. Определить углы прямоугольного треугольника, зная, что от-
ношение радиусов вписанного и описанного кругов равно 4 : 13. 

26. В равнобедренном треугольнике углы при основании равны 
30, а само основание 3 3 . Найти радиус описанной окружности. 

27. Расстояние от боковой стороны равнобедренного треугольни-
ка, равной 16 см, до центра описанной окружности равно 6 см. Найти  
радиус этой окружности. 

28. Определить высоту треугольника АВС, опущенную на сторону 
ВС, если радиус описанной около треугольника окружности равен  
(2– 3 ), а величины ВАС и ВСА равны соответственно 30 и  75°. 

29. В треугольнике АВС известны стороны АВ = 3, ВС = 6, 

cosАВC =
4
1 , AD – биссектриса. Найти радиус R окружности, описан-

ной около треугольника  AABD.  
30. В треугольнике АВС с длинами сторон ВС = 7, АС = 37 ,  АВ = 

= 3 проведена биссектриса AD. Найти длину биссектрисы и радиус 
окружности, описанной около треугольника ABD. 

31. В треугольнике АВС (АВ = ВС = 6) на стороне АВ как на диа-
метре построена окружность, пересекающая ВС в точке D так, что  
BD:DC = 2:1.  Найти  АС.  

32. Длина стороны АВ треугольника АВС равна 1. На АВ как на 
диаметре построена окружность, делящая АС точкой D пополам, a BC 
– точкой Е в отношении BE : ЕС = 7 : 2. Найти длину АС. 

33. В треугольнике АВС угол C = 60°. Радиус описанной около 
треугольника АВС окружности равен 32 . На стороне АВ взята точка 
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D так, что AD = 2DB. Известно, что CD = 22 . Найти площадь тре-
угольника АВС.  

34. Длины катетов АС и ВС прямоугольного треугольника АВС от-
носятся как 1:2. Окружность, центр которой лежит на АВ, проходит 
через точку А и касается ВС в точке D. Найти отношение BD : DC. 

35. Центр окружности, касающейся стороны ВС треугольника  
АВС в точке  В и проходящей через А, лежит на стороне АС. Найти 
площадь треугольника  АВС, если  ВС = 6, АС = 9.  

36. В  треугольник АВС  с длиной  стороны   ВС = 9   вписана ок-
ружность, касающаяся  ВС в точке  D. Известно, что AD = DC, 

cosBCА = 
3
2 .  Найти длину стороны AC. 

37.  И треугольник со сторонами  АВ = 10   и   СВ = 20   и  углом 
АСВ =  30 вписана окружность. Через точку М на АС (АМ = 10) про-
ведена касательная к окружности. Эта касательная пересекается с 
прямой, параллельной АС и проходящей через точку В, в точке K. 
Найти площадь четырехугольника  АВKМ. 

38.  Вершина В треугольника АВС лежит на окружности, касаю-
щейся стороны АС  в точке А. Окружность   пересекает сторону  ВС   
еще в точке D. Найти высоту треугольника  АВС, проведенную из вер-
шины А, если известно, что BD = 4, АС = 24 , а площадь SАCD = 6. 

39. В треугольнике АВС стороны ВС = 41, АС = 51, АВ = 58. Ок-
ружность проходит через точки А и В, а ее центр лежит на высоте BD.   
Найти  радиус окружности. 

40.  На    гипотенузе   прямоугольного   треугольника,   площадь 
которого равна 9, лежит центр окружности радиуса R = 2, которая ка-
сается катетов. Найти длины катетов. 

41. Дан   треугольник со сторонами 12, 15 и 18 см. Проведена ок-
ружность, касающаяся обеих меньших сторон и имеющая центр на 
большей стороне. Найти отрезки, на которые центр окружности делит 
большую сторону. 

42. В треугольнике PQL проведена средняя линия АВ, параллель-

ная  PL.  Длина стороны  PL равна  2 , а синус  угла PLQ равен 
3
1 .   

Окружность, проведенная через А, В и L, касается стороны  PQ. Найти 
ее радиус. 
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43.  В треугольнике АВС стороны АВ = 2, BC = 2 , ABC =105°. 
Вершины А и С служат центрами кругов радиусов 2 и 2 соответст-
венно.  Найти  площадь общей части этих кругов. 

44.  В равнобедренном треугольнике  АВС с основанием АС впи-
санная окружность касается боковой стороны ВС в точке Q, отрезок 
AQ пересекает вписанную окружность в точке Р. Найти площадь тре-
угольника АВС, если известно, что АС = 12, PQ = 5. 

45. Сторона АС в треугольнике АВС в 4 раза больше радиуса впи-
санной в треугольник АВС окружности. Найти, в каком отношении 
центр этой окружности делит биссектрису угла В, если АВС = 60. 

46. В остроугольном треугольнике АВС из А и С опущены  высоты    
AM и CN. Площади  SАВС = 56, SANMC = 42.  Радиус описанной около   

треугольника  АВС  окружности  равен 
3

16 . Найти длину отрезка  MN. 

47. В треугольнике АВС стороны АВ = 10, ВС = 17, АС = 21. Ок-
ружность касается продолжения сторон  АВ  и  АС  в точках  М и N 
соответственно и стороны ВС. Найти площадь треугольника AMN. 

48. Окружность радиуса 1 вписана в треугольник АВС (cosABC =  
= 0,8). Эта окружность касается средней линии, параллельной АС. 
Найти длину АС.  

49. В остроугольном треугольнике ABC величина меньшего угла 
ABC = 40°, точка О – центр описанной окружности, K – центр вписан-
ной окружности, угол OBK = 15°. Найти отношения длин сторон тре-
угольника. 

50. В остроугольном треугольнике АВС точка О – центр описанной 
окружности. Наибольшая высота BD = 6. Величина  наибольшего угла 
треугольника ВАС = 80°. Найти длину меньшей стороны треуголь-
ника, если  DВО = 10°. 

51. Окружность радиуса 3 вписана в треугольник АВС и касается 
стороны ВС в точке D. Окружность радиуса 4 касается продолжения  

сторон АС и АВ и стороны ВС в точке  Е. Угол 
3

2
BCA . Найти   ED. 
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VI. КОМБИНАЦИИ  ОКРУЖНОСТИ 
И  ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА 

 
Определение. Окружность называется впи-

санной в четырехугольник, если она касается 
всех сторон данного четырехугольника. 

Замечание. При этом четырехугольник на-
зывают описанным  около  круга. 

Определение. Окружность называется опи-
санной около четырехугольника, если все вер-
шины четырехугольника лежат на окружности. 

Замечание. В данном случае четырех-
угольник называют вписанным. 

Отметим те признаки, при выполнении ко-
торых четырехугольники можно вписать в ок-
ружность и описать около окружности. 

Теорема I. Около четырехугольника можно 
описать окружность тогда и только тогда, когда 
сумма противолежащих углов четырехугольни-
ка равна 180°. 

Окружность описана около четырехуголь-
ника, тогда    +  +  +  = 180°. 

Теорема II. Окружность можно вписать в 
четырехугольник тогда и только тогда, когда 
суммы длин противоположных сторон равны. 

Окружность   вписана   в   четырехугольник, 
тогда 

  AB + CD = AD + BC. 
Отметим ряд полезных теорем для решения за-
дач на вписанные или описанные около окруж-
ности четырехугольники. 

 
 

 
 

 
 

 

Теорема III. Центр вписанной в четырехугольник окружности 
лежит на пересечении биссектрис углов четырехугольника. 

Теорема IV. Центр описанной около четырехугольника окруж-
ности лежит на пересечении серединных перпендикуляров к сторо-
нам четырехугольника. 
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Теорема V.  Радиус r окружности, вписанной в четырехуголь-
ник, равен отношению площади S четырехугольника к его полупе-
риметру:  

p
Sr  . 

Теорема VI. Диаметр (2R) окружности, 
описанной около четырехугольника, равен от-
ношению длины диагонали к синусу противо-
лежащего  угла 




sin
2 dR , 

где R – радиус описанной окружности. 
Замечание.  Радиус окружности, описанной около четырех-

угольника, равен радиусу окружности, описанной около треуголь-
ника, образуемого любыми тремя  вершинами четырехугольника. 

Теорема VII.   Параллелограмм,   который   можно   вписать  в 
окружность, прямоугольник. 

Теорема VIII. Параллелограмм, в который можно вписать ок-
ружность, является ромбом. 

Теорема IХ. Трапеция, около которой 
можно вписать окружность, равнобедренная. 

Замечание. Если в равнобедренную тра-
пецию можно вписать окружность, то    h = 2r,  

B1D = AB = CD = Lсред.линии = 2
ADВС  . 

Теорема Х. Боковая сторона трапеции 
видна из центра вписанной окружности под 
углом 90. 

Теорема ХI. Площадь вписанного четы-
рехугольника со сторонами a, b, c, d можно 

найти по формуле 
))()()(( dpcpbpapS  ,  

где р – полупериметр четырехугольника: 
2

dcbap 
 . 

Замечание. Если четырехугольник является одновременно 
вписанным и описанным, то его площадь вычисляется по формуле 

abcdS  , где a, b, c, d – стороны четырехугольника. 
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Теорема Птолемея. Во вписанном четы-
рехугольнике произведение диагоналей равно 
сумме произведений его противоположных 
сторон: АС  BD = AB  CD + BC  AD. 

Теорема ХII. Площадь правильного п-
угольника S = rp, где р – полупериметр четы-
рехугольника. А также  

n
nrS 

 tg2 ,   
n

nRS 


2sin
2

2
. 

 
Примеры решения задач 

 
Задача 6.1. В  равнобедренную трапецию вписана окружность. 

Периметр трапеции  равен  48 см.   Найти   длину боковой стороны. 
Решение. По свойству четырехугольника, 

в который можно вписать окружность,  
AB + CD = BC + AD = Р/2, 

где Р – периметр. 
Поскольку  AB = CD  и  AB + CD = Р/2, то  

АВ = Р : 4 = 12 см. 
Ответ: 12 см. 
Задача 6.2. Найти диагональ и боковую сторону равнобочной 

трапеции с основаниями 20 см и 12 см, если центр описанной ок-
ружности  лежит  на  большем  основании  трапеции. 

Решение. Трапеция ABCD (AB = СD) равнобедренная; центр О 
окружности, описанной около трапеции, лежит на большем осно-
вании, следовательно AD – диаметр окружно-
сти; 2R = AD = 20; R = 10 (см). 

Обозначим АС = d; CDA = . По форму-
ле для радиуса описан» окружности: 

        .
sin

2



dR      (1) 

Обозначим AB = CD = x; тогда d = ,20 22 х   так как  ACD – 
прямоугольный (вписанный треугольник, опирающий на диаметр 
окружности). 
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Проведем   высоты   СС1 и ВВ1  в  
трапеции   ABCD, тогда  ВС = В1С1 = 12,  

АВ1 – С1D = 

2

1220 4 (см). 

Находим из прямоугольного CC1D  

x
x

CD
CC 16sin

2
1 
 .  Подставляем в формулу (1) и получаем 

16

400

16

2020
2

2

2

22











x

xx

x
x

x ,  22 4001620 xxx  . 

Возводя это уравнение в квадрат, получаем 400(х2 – 16) =  

=х2(400 – х2). Раскрываем скобки,   получаем х2 = 80;   x = 54  (см).   

Тогда   диагональ   АС = 583208040020 22  x (см). 
Ответ: АС = 58   (см); AB = CD= 54   (см). 
Задача 6.3. Средняя линия равнобедренной трапеции, описан-

ной около круга, равна 68 см. Определить радиус этого круга, если 
нижнее основание трапеции больше верхнего на 64 см. 

Решение. Пo свойству средней линии 

трапеции  

2

ADBC 68   (см). 

По условию AD – ВС = 64. Решая эту 
систему уравнений,  получим  AD = 100;  
ВС = 36. Пo свойству описанного четырех-

угольника АВ + CD = BC + AD, так как АВ = CD, то 

,
2

ADВСАВ 
   АВ = 68  (см). 

Рассмотрим ABE (AD  BE) с АЕВ = 90°. Трапеция ABCD –

равнобедренная, значит, 32
2





BCADАЕ (см).  По теореме Пи-

фагора для ABE имеем: АВ2 = АЕ2 + ВЕ2, 603268 22 BE . 
Так как BE = 2R, то R = 30 см. 

Ответ:  30 см. 
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Задача 6.4.  В  равнобочной  трапеции  с  основаниями 21 см и 
9 см высота равна 8 см. Найти радиус описанного круга. 

Решение. ABCD – равнобедренная трапеция (AВ – CD = х). До-
полнительно проводим высоту СС1 из верши-
ны С  трапеции. Тогда  

АВ1 = C1D = 

2

ВСАВ  6 (см); 

 366468 22АВ  10 (см). 
Найдем синус угла BAD и косинус : 

5
4

10
8sin 1 

AB
BBBAD ,     

5
3

10
6cos 1 

AB
AB . 

Определим ВD – диагональ  трапеции  ABCD  по теореме синусов: 
AB2 + AD2 – 2ABADcos = ВD2;    

ВD2 = (10)2 + (21)2 –  21021
5
3
 ;   

 BD = 289  = 17 (см),       BD = d = 17 (см). 

Тогда, используя формулу 
4

517
5/4

17
sin

2 





BDR , получим 

.
8

85
8

517



R  

Ответ: 
8
85

. 

Задача 6.5. Найти  радиус окружности, 
описанной  около  трапеции  с  основаниями   
3 см   и   1  см одним   из   углов   45°,   если   
известно, что такая окружность существует. 

Решение. Трапеция ABCD вписана в ок-
ружность, следовательно, A + C  = 180°.   
Тогда   С = 180° – 45° = 135°. 

Проведем из вершины С 
прямую CА1||АB; получаем па-
раллелограмм АВСА1; тогда   

ВАА1 = ВСА1 = 45°; 
А1CD = 135o – 45o = 90o; 
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|AlD| = |AD| – |AA1| = 3 – 2 = 2 (см). 
В А1СD угол А1CD = 90°.  Toгда по теореме Пифагоpa     

A1D2 = x2 + y2  = 4. 
Заметим, что  CA1D = BAD,  так как АB || СА1,  а из того, что 

A1CD – прямоугольный, получаем CDA = 45°,  т.е. х = у (АB = 
=CD).  Тогда х = у = 2  (х2 + у2 = 4;   2х2 = 4;  х2 = 2).   

Известно, что  

      .
sinsin

2






BDdR     (1) 

BD2 = 32 + AB2 – 23АBcos45° = 9 + 2 – 23 5611
2
22  , 

BD = 5  (cм) = d. 

Подставив d в формулу (1), получим 
2
10

2/2
52  RR . 

Ответ: 
2
10

.  

Задача 6.6. Площадь равнобедренной трапеции, описанной 
около круга, равна 8 см, угол у основания 30°. Найти длины сторон. 

 
Решение. Дана равнобочная трапеция ABCD (АВ = CD = х). Так 

как окружность в нее вписана, то ВС + AD = AB + CD, BC + AD = 
= 2x. Проведем высоту ВВ1  AD, тогда  ВВ1А – прямоугольный, 

2
30sin|| 1

xxBB  .  

Площадь трапеции  ABCD находим из того, что 

222
2

2

2

1
xxxBBADBCS ABCD 






 

 . 

По условию SABCD = 8 см2, откуда  8 = х2/2,   х2 = 16 см,  х = 4 см. 
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Высота  ВВ1 = 2r, где r – радиус вписанной окружности, тогда 

rхВВ 2
21  , х = 4r, 1

4
4

4


xr  (см). 

Обозначим ВС = и, AD = v. Так как BC + AD = 8, то и + v = 8. 
Проведем высоту  CC1 = BB1.  Отсюда  В1С1 = ВС = и;  АВ1 + C1D = 

= 2|АВ1| = 2xcos30 = 34
2
342  (cм)  и AD = и + 34 . Получа-

ем:  ВС + AD = 8,   и + (и + 34 ) = 8,   2и + 34  = 8,  и + 32  = 4. 
Отсюда  и = 4 – 32 ,  v = (4 – 32 ) + 34 = 4 + 32 . 

Ответ: АВ = CD = 4;  ВС = 4 – 32 ;  AD = 4 + 32 . 
Задача 6.7.  В равнобочную трапецию  с  основаниями 8 см и 

20 см вписана окружность. Найти длину окружности. 
Решение. В трапеции ABCD обозна-

чим АВ = CD = у. Так как окружность 
вписана, то ВС + AD = АВ + CD, т.е. 20 + 
8 = 2у; у = 14 (см). Проведем из вершин В 
и С высоты ВВ1 и СС1 соответственно. 
Тогда 

6
2

820
2

11
11 







CBADDCАВ см. 

Теперь найдем 

10436196614 222
1

2
1  AByBB  (см). 

Но ВВ1 = 2r, где r – радиус вписанной окружности, т.е. 2r = 104 ;   
102r . По формуле длины окружности имеем l = 2r = 104 .  

Ответ: 104  (см). 
Задача 6.8. В равнобочную трапецию вписана окружность ра-

диуса 2 см. Найти площадь трапеции, если длина ее боковой сторо-
ны равна 10 см. 

Решение. Трапеция ABCD равнобокая, т. е. АВ = CD = 10 см. 
Так как окружность вписана, то проведения высота ВВ1 = 2r, где r – 
радиус окружности. Тогда  ВВ1 = 2r = 22 = 4 (см).  Так как окруж-
ность вписана в трапецию, то BC+AD=AB + CD = 20; 
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410||
2
20

2 1 


 BBhADBCS ABCD = 40 cм. 

Ответ: 40 см. 
Задача 6.9. В прямоугольную трапецию вписана окружность. 

Основания равны 2 см и 3 см. Найти радиус окружности.      
Решение. Так как окружность вписана в 

трапецию, то АВ + CD = 2 + 3 (см), т.е. х + у = 
= 5, где АВ = х; CD = y. Проведем из вершины 
С высоту СС1, тогда  

C1D = AD – AC1 = 3 – 2 = 1 (см); 
СС1 = ВА = х. 

Так как треугольник CC1D прямоугольный, то  
CD2 = CCl

2+C1D2   или    у2  = 1 + х2. 
Получаем 







































.5
13
5

12

5
1

;

;

;5

;1))((
;5

;1

;5
22 y

x

xy

yx

xyxy
yx

xy

yx
 

Радиус вписанной окружности 
5
6

2
5/12

22


xABr (см). 

Ответ: 
5
6

 (см). 

Задача 6.10. Около прямоугольника ABCD описана окруж-
ность. Около окружности взята точка М, равноудаленная от вер-
шин А и В. Отрезки МС и АВ пересекаются в точке Е. Найдите 
площадь четырехугольника АМВС,  если  ME = 2 см  и  ЕС = 16 см.  

Решение. Проведем прямую МK пер-
пендикулярно АВ, которая пересекает АВ и 
СD  в точках  Р  и  Q.  

Треугольники МВР  и  МРА  равны как 
прямоугольные по гипотенузе и катету, по-
этому АР = РВ. Таким образом, МK перпен-
дикулярна хорде АВ и проходит через ее се-

редину, т.е. MK – диаметр круга. АС – тоже диаметр, поскольку 
центр окружности, описанной около прямоугольника, лежит на 
диагонали. 
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Треугольники МЕР и ВСЕ подобны с коэффициентом подобия 
1/8.  Пусть   МР = х,   тогда ВС = PQ = 8х и MK = 10 х.  Пo теореме 
Пифагора  

СK = MB = 2222 18100  xMCMK ; 

xxxBCACAB 664100 2222  ;      xABBP 3
2

 . 

Из треугольника МВР по теореме Пифагора   

МВ2 = ВР2 + МР2 .
5
23918100 2222  xxxx    

Искомая  площадь 

5
486

2
1

2
1

 BCABABMPSSS ABCAMBAMBC см2. 

Ответ: 97, 2 см2. 
Задача 6.11. Найти радиус круга, вписанного в ромб, диагона-

ли которого  равны  d1   и  d2. 
Решение. Радиус ОK, проведенный в точ-

ку касания окружности со стороной ВС, пер-
пендикулярен к этой стороне и является вы-
сотой в прямоугольном треугольнике ВОС. 
Так как ОВ  ОС = ОK   BC, то 

.
2

2
14 2

2
2

1

21

2
2

2
1

21

dd

dd

dd

ddROK





  

Ответ: .
2 2

2
2

1

21

dd

ddR


  

Задача 6.12. Около равнобочной трапе-
ции с основаниями а и b (а > b) и высотой h 
описана окружность. Найти радиус этой ок-
ружности. 

Решение. Проведем прямую BE  АD 
(AD||BC) до пересечения с окружностью в 
точке Н. Так как треугольник НВС прямо-
угольный и вписанный в круг, то СН – диаметр этого круга. По-
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скольку BE = h, 
2

baAE 
 , 

22
babaaDE 




 , то из равенства    

ЕН  ВЕ =АЕ  ED  найдем: 

ЕН =
h
ba

4

22  ;   
h

bah
h
bahBH

4
4

4

22222 



 . 

Окончательно имеем 








 


h
bahbCHR

4
4

2
1

2

222
2 . 

Задача 6.13. Круг, вписанный в трапецию, делит точкой каса-
ния одну из боковых сторон на отрезки длиной т и п. Найти радиус 
круга. 

Решение. Пусть О – центр круга, K – точка 
касания,  АK = п, ВK = т (на рисунке указана 
часть трапеции). Так как центр О лежит на бис-
сектрисах углов А и В трапеции, то сумма углов 

222






 ВА , и поэтому треугольник АОВ – 

прямоугольный, в котором высота OK проведена из вершины пря-
мого угла.  Из подобия треугольников AOK и BOK имеем 

KB
OK

OK
AK

  или 
m

OK
OK

n
 , nmOK  . 

Ответ: nmOKR  . 
Задача 6.14. Четырехугольник ABCD вписан в круг радиуса R, 

причем его диагонали АС и ВС взаимно перпендикулярны. Дока-
зать, что АВ2 + CD2 = 4R2. 

Решение. Пусть ADB = , тогда CAD = 

= 

2

, так как треугольник АОD прямоуголь-

ный (АС  BD по условию). Имеем равенства 

АВ = 2Rsin и СD = 2Rsin 





 

2

2Rcos. 

Возводя эти равенства в квадрат и склады-
вая, получаем:  
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АВ2 + CD2 = 4R2 (sin2 + cos2) = 4R2,  
что и требовалось доказать. 

В заключение  рассмотрим более сложную задачу. 
Задача 6.15. В четырехугольник ABCD можно вписать и во-

круг него можно описать окружности. Диагонали АС и BD этого 
четырехугольника взаимно перпендикулярны. Найти его площадь, 
если радиус описанной окружности равен  R  и  АВ = 2ВС. 

Решение. Так как AB2 + CD2 = 4R2 и ВС2 + AD2 = 4R2 (см. ре-
шение задачи 6.14)  и   BC + AD = AB + CD 
(свойство сторон четырехугольника, в который 
можно вписать окружность), то учитывая соот-
ношение АВ = 2ВС имеем систему уравнений: 















,2
;4

;44
222

222

CDBCADBC
RADBC

RCDBC

 

из которой устанавливаем, что ВС = CD и AD = AB. Из последнего 
равенства следует, что АС – диаметр описанного круга, а это по-
зволяет найти площадь четырехугольника ABCD как удвоенную 
площадь треугольника АВС. Имеем АВ + ВС = 4R2 или  

4ВС2 + ВС2 = 4R2,  ,
5

2RBC    ,
5

4RAB    .
5

4
5

2
2
1 RRS ABC   

Ответ: .
5

8RS ABCD   

 
Задачи для самостоятельного решения  

 
1.  Найти длину окружности, вписанной  в  квадрат с длиной диа-

гонали  16 см.  
2. Диаметр круга равен 20. Определить площадь вписанного в не-

го прямоугольника, стороны которого относятся как 3 : 4. 
3. Сумма двух противоположных сторон описанного четырех-

угольника равна 15 см. Найти периметр этого четырехугольника. 
4. Сумма двух противоположных сторон описанного четырех-

угольника равна 12 см,  а  радиус  вписанной в него окружности равен 
5 см. Найти площадь этого четырехугольника. 
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5. Вершины прямоугольника, вписанного в окружность, делят ее на 
4 дуги. Найти расстояние от середины одной из больших дуг до бли-
жайшей вершины прямоугольника, если стороны равны 24 см  и 7 см. 

6. В равнобедренную трапецию можно вписать окружность. 
Меньшее основание трапеции равно 1, а высота - 3. Найти боковую 
сторону. 

7. Три стороны описанного четырехугольника, взятые в последо-
вательном порядке относятся, как 3 : 4 : 5, а периметр этого четырех-
угольника равен 48 см. Найти длины сторон этой четырехугольника. 

8. Через смежные вершины квадрата со стороной 10  проходит 
окружность так, что касательная к ней, проведенная из третьей вер-
шины квадрата, равна удвоенной стороне квадрата. Найти  радиус 
этой окружности. 

9. В квадрат вписана окружность радиуса R, которая касается сто-
роны CD в точке Е. Найти длину хорды, лежащей на прямой АЕ. 

10. Сторона правильного треугольника, вписанного в окружность, 
равна а. Найти сторону  вписанного в окружность квадрата. 

11. Длины боковых  сторон трапеции 6 см и 10 см. Известно, что в 
трапецию можно вписать окружность. Средняя линия делит ее на две 
части, отношение  площадей   которых   равно 5 : 11. Найти длины ос-
нований.  

12. Окружность вписана в равнобедренную  трапецию с основа-
ниями 2 и 8 см.  На какие отрезки делит ее боковую сторону точка ее 
касания с окружностью. 

13. Около круга радиуса 4 описана равнобедренная трапеция, пе-
риметр которой равен 40. Найти ее площадь.  

14. Средняя  линия  равнобочной трапеции, описанной около кру-
га, равна 170. Определить диаметр круга, если нижнее основание тра-
пеции больше верхнего на 160.  

15. Трапеция вписана в круг радиуса 24, причем большее основа-
ние трапеции   равно  большей   хорде  круга,  а  все другие стороны 
трапеции равны между собой. Найти площадь трапеции.  

16. Около круга с диаметром  15 см описана равнобедренная тра-
пеция с боковой стороной 17 см. Найти основания трапеции.  

17.  Площадь равнобедренной трапеции, описанной около круга, 
равна 8. Определить боковую сторону трапеции, если известно, что 
острый угол при основании равен  /6. 
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18.  Трапеция KLMN (LM||KN) вписана в окружность, а другая ок-
ружность вписана  в эту трапецию.   Отношение LM : KN = 1 : 3. Пло-

щадь трапеции равна 
3

32 . Найти высоту трапеции. 

19. Точка K пересечения диагоналей АС и BD вписанного в ок-
ружность четырехугольника ABCD делит диагональ BD пополам, а 
длины отрезков AK = 18 и CK = 8. Найти длину BD. 

20.  В параллелограмм, одна из сторон которого равна 27  м, 
вписана окружность радиуса 33 м. Найти площадь параллелограмма. 

21. Вокруг параллелограмма, одна из диагоналей которого равна 
87  описана окружность. Найти площадь круга. 

22. В ромб с острым углом  вписан круг. Найти отношение пло-
щадей круга и  ромба.  

23. Высота равнобедренной трапеции равна 14, а оснований 12 и   
16. Определить радиус описанной окружности. 

24. В равнобедренную трапецию ABCD, обе диагонали которой 
равны основанию AD, можно вписать окружность. Найти углы при 
основании AD. 

25. В трапецию ABCD (основания AD и ВС) можно вписать ок-
ружность. Диагонали трапеции перпендикулярны боковым сторонам. 
Найти угол между диагоналями. 

26. Около окружности радиуса R описана прямоугольная трапеция  
площади  S. Вычислить острый угол трапеции.  

27. Около окружности радиуса 1 описана равнобедренная трапе-
ция, площадь которой равна 5. Найти площадь четырехугольника, 
вершинами которого служат точки касания окружности и трапеции. 

28. В равнобедренную трапецию с периметром 100 см вписана ок-
ружность. Найти радиус окружности, если расстояние между точками 
касания окружности с боковыми сторонами равно 16 см.   

29. Трапеция с основаниями ВС = 2 см и AD = 10 см такова, что в 
нее можно вписать и около нее можно описать окружности. Найти от-
ношение радиусов вписанной и описанной окружностей. 

30. Центр окружности, вписанной в прямоугольную трапецию, 
удален от концов боковой стороны на расстояния 8 см и 4 см. Найти 
среднюю линию.  

31. Около трапеции с основаниями AD и ВС описана окружность 
радиуса 6. Центр этой окружности лежит на AD. Определить площадь 
трапеции, если длина ВС равна 4.  
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32. Трапеция KLMN с основаниями LM и KN вписана в окруж-
ность, центр которой лежит на KN. Диагональ LN трапеции равна 4 см, 
а угол MNK равен  60°. Найти длину LM. 

33. В прямоугольной трапеции, высота которой 4 см, на стороне, 
перпендикулярной основанию, как на диаметре построена окружность. 
Эта окружность касается противоположной боковой стороны трапе-
ции. Найти площадь прямоугольного треугольника, катеты которого 
равны основаниям трапеции.  

34. В равнобедренную трапецию с основаниями ВС и AD вписана 
окружность с центром в точке О. Найти площадь трапеции, если  ОС = 
= 2  и  OD = 4. 

35. Окружность, проходящая через вершину D и касающаяся сто-
рон AВ и НС равнобедренной трапеции ABCD, пересекает стороны АD 
и DС и точках М и N соответственно. Известно, что АМ : DM = 1 : 3, 
CN : DN =  4 : 1, AB = 7, AD = 6. Найти длину основания ВС. 

36. Стороны KN и LM трапеции KLMN параллельны, причем KN = 
= 3, LMN = 120. Прямые LM и MN являются касательными к ок-
ружности, описанной около  треугольника KLN. Найти площадь тре-
угольника KLN. 

37. В трапеции ABCD с основанием AD = 40, углами  BAD = 
=ADC = 60 и боковыми сторонами АВ = CD = 10 см вписана  ок-
ружность, касающаяся AD, ВС и АВ. Через точку М, расположенную 
на

 
отрезке AD, отстоящей на 10 см от D, проведена касательная к ок-

ружности. Эта касательная пересекает основание в точке K. Найти от-
ношение  площадей четырехугольников ABKM и MDCK. 

38. Около окружности описаны ромб со стороной 3 и треуголь-
ник, две стороны которого параллельны диагоналям ромба, а третья 
параллельна одной из сторон ромба и равна 7. Найти радиус окружно-
сти. 

39. В трапеции длины диагоналей 10 и 134 , а длины оснований 6 
и 12. Найти площадь трапеции. Можно ли в эту трапецию вписать ок-
ружность? Можно ли около этой трапеции описать окружность? 

40.  Во вписанном в окружность четырехугольнике KLMN сторо-
ны KL = 2, LM = 3, KLM = 120°, а диагональ LN является отрезком 
биссектрисы угла AKLM. Найти длину LN.  

41. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Известно, что 
ВАС = , CAD =  и диагональ BD = a. Найти площадь ВCD. 
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42. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Диагонали АС и 
BD перпендикулярны и пересекаются в точке K. Известно, что AD = 5, 
ВС = 10,   ВK = 6.  Найти   площадь четырехугольника АВСD.  

43. Диагонали описанного около окружности четырехугольника 
взаимно перпендикулярны и обе равны 1 м. Один из углов четырех-
угольника равен  60°. Найти стороны. 

44. В выпуклом четырехугольнике диагонали перпендикулярны, а 
длина отрезка, соединяющего середины сторон АВ и CD, paвна 1 м. 
Найти длину отрезка, соединяющею середины сторон ……. и AD. 

45. В трапецию вписана окружность. Известна длина а одного из 
оснований и отрезки b и d, на которые разделена точкой касания одна 
из боковых сторон (b примыкает к а). Найти площадь трапеции. 

46. Найти площадь ромба ABCD, если радиусы окружностей, опи-
санных около треугольников АВС и  ABD, равны  R и r.  

47. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС диагонали АС и BD 
пересекаются в точке Е. Вокруг треугольника АЕВС описана окруж-
ность, а касательная к этой окружности, проведенная через точку Е, 
пересекает прямую AD в точке F так, что D лежит между А и F. Найти 
длину отрезка EF, если известно, что AF = а,  AD = b  (a > b).  

48. Равнобедренная трапеция описана вокруг окружности. Угол 
между ее боковыми сторонами равен . В каком отношении диагональ 
делит площадь трапеции? 

49. В окружность радиуса R вписана трапеция с боковой стороной  
с  и острым углом . Найти площадь трапеции. 

50. Точки А, В, С и D – последовательные вершины прямоуголь-
ника. Окружность проходит через точки А и В и касается стороны CD 
в ее середине. Через точку D проведена прямая, которая касается той 
же окружности в точке Е, а затем пересекает продолжение стороны АВ 
в точке K. Найти площадь трапеции BCDK, если известно, что АВ = 10 
и отношение KЕ : KА = 3:2. 

51. Найти длину   стороны квадрата, две вершины которого лежат 
на окружности  радиуса R = 5 , а две другие – на касательной к этой 
окружности.  

52. Найти площадь круга, вписанного в правильный шестиуголь-
ник, если  площадь  шестиугольника  равна   60 3 см2. 

53. Вычислить  площадь правильного двенадцатиугольника, впи-
санного в окружность радиуса 5. 
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54. Периметр описанного многоугольника равен 60 см, а его пло-
щадь – 240 см2. Найти радиус окружности. 

55. Около окружности, радиус которой равен 25 см, описан мно-
гоугольник, площадь которого 20 дм2. Найти его периметр. 

56. По данной площади Q правильного вписанного двенадцати-
угольника определить площадь правильного шестиугольника вписан-
ного в ту же окружность. 
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VII. ВЕКТОРЫ 
 

Основные определения 
 

Вектором в двумерном или трех-
мерном пространстве будем называть 
направленный отрезок (упорядоченную 
пару точек).  

Координаты вектора определяются 
как разность координат конца вектора 
(точка В (хВ; уВ) и начала вектора (точка 
А (хА; уА)).  

Тогда }.;{ ABAB yyxxAB    
Вектор может иметь две координаты (на плоскости) или три (в 

трехмерном пространстве).  
Длина вектора  AB    вычисляется по формуле: 

если a  = {а1; а2}, то  ;|| 2
2

2
1 aaa 

  

если a = {а1; а2; a3}, то  .|| 2
3

2
2

2
1 aaaa 

  
Векторы называются  коллинеарными,  если  лежат  на  парал-

лельных   прямых.  Если векторы  заданы   своими координатами 
a = {а1; а2; a3}  и b


= {b1; b2; b3}, 

то коллинеарность означает существование такого числа , для ко-
торого выполнено одно из соотношений 


3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a   или    1

3

3

2

2

1

1 
a
b

a
b

a
b . 

При  этом допускается дробь  
0
0 ,  которой  можно приписать 

любое значение. Например,   векторы  {1; 0; –2} и  {–3; 0; 6} кол-

линеарны: 
3
1

6
2

0
0

3
1 


. 

Нулевой вектор  0 = {0; 0; 0} коллинеарен любому вектору. 
Коллинеарные вектора называются сонаправленными, если ле-

жат по одну сторону относительно прямой (плоскости), проходя-
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щей через их начала. Если векторы заданы своими координатами, 
то сонаправленность означает, что число , используемое в опре-
делении коллинеарности, положительно. 

Два вектора равны, если они кол-
линеарны, сонаправлены и имеют оди-
наковую длину. (Другими словами, ес-

ли их координаты соответственно равны). 
Линейные операции над векторами  – это умножение вектора 

на число и сложение векторов. 
Вектором a  называется вектор длина которого равна | a | = 

= |||| a  и который сонаправлен с вектором a , если  > 0 и проти-
воположно направленным, если   < 0. 

При умножении вектора на число все координаты вектора ум-
ножаются на это число. Например,   если  a  = {3; –6; 12),  то 2 a  = 

={6; –12; 24}  и   a
2
1  = {1; –2; 4}. 

Если два вектора a  и b


 располо-
жить таким образом, что начало второго 
вектора совпадает с концом первого, то 
вектор, идущий из  начала  первого в 
конец второго, называется вектором 
суммы ( a  + b


). 

Если начала векторов a  и b


 совпа-
дают (точка А), то, достроив их до па-
раллелограмма, получим, что вектор 
диагонали, выходящей из точки А – 
сумма  a  + b


. 

При сложении векторов соответствующие координаты склады-
ваются.  Например,  a  = {2; –3; 5},  b


 = {1; 2; –4}, a + b


= {2 + 1; 

(–3) + 2; 5 + (–4)} = {3; –1; 1}. 
Разложить вектор a  по векторам b


 и c  – это значит найти 

числа  и  такие, что a  = b


 +  c . На плоскости любой вектор 
всегда можно разложить по двум неколлинеарным векторам. 
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В трехмерном пространстве обычно вектор раскладывают по 
трем векторам. 

Традиционные обозначения: i


, j


, k


 – единичные векторы, 
сонаправленные с осями 0х,  0у,  0z соответственно. 

Для решения многих геометрических задач бывает полезным 
использовать скалярное произведение векторов. Приведем два эк-
вивалентных определения скалярного произведения. 

Определение А. Скалярным произведением двух векторов  
a = {а1, а2, а3}  и  b


= {b1, b2, b3} 

(или  a = {a1, a2} и   b


= {b1, b2}) называется чиcло  
( a , b


) = a1b1 + a2b2 + a3b3   

(или  ( a , b


) = a1b1 +  + a2b2). 
Определение Б.  Скалярное произведение – это число, равное 

произведению длин векторов на косинус угла между ними: 
( a , b


) =  | a ||b


|cos a ,b


. 

Перечислим основные свойства скалярного произведения. Для 
любых векторов  a ,b


 и  c  и для любого числа к имеют место со-

отношения: 
1. ( a , b


) = (b


, a ). 

2. (k a ,b


) = k( a ,b


). 
3. ( a , b


+ c ) = ( a ,b


) + ( a , c ). 

4. ( a , a ) = | a |2 > 0, если  a 0


  и ( a , a ) = 0, если a = 0. 
Чаще всего при решении геометрических задач скалярное про-

изведение используется для вычисления углов между прямыми.   
Используя  определения А и Б, нетрудно получить 

2
2

2
1

2
2

2
1

2211 )(
||||

),(,cos
bbaa

baba
ba

baba












 . 

Определение. Векторы a  и b


 называются ортогональными, 

если 


ba
,cos 0, т.е. ( a , b


) = 0. 
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Примеры решения задач 
 

Задача 7.1. Точки  С  и  D  имеют  координаты  С (3; –5; 4)  и  
D (0; 2; –1).   Найти длину вектора СD . 

Решение. Так как координаты вектора СD  определяются как 
разность координат точек D и С, то  

СD  = {0 – 3; 2 – (–5); –1 – 4} = {–3; 7; –5} , 

8325499)5(7)3( 222 CD . 

Ответ:  83 . 
Задача 7.2. Точка С имеет координаты С (3; –2), а вектора 
CM {4; 0},  NC = {1; –5}.  Найти координаты точек М и N. 
Решение. Пусть  М (хМ; уМ)  и  N (xN; yN). Так как CM  = {хМ – 3; 

уМ – (–2)} = {4; 0},  то 







,02
;43

M

M

y
x

  откуда хM = 7,  уM  = –2. 

Аналогично,    NC = {3 – xN; –2 – yN} = {1; –5},  
















.3
;2

,52
;43

N

N

N

N

y
x

y
x

 

Ответ: М (7;–2); N (2; 3). 
Вывод.  Для получения конца отрезка надо к координатам на-

чала прибавить координаты самого вектора; для получения коор-
динат начала вектора надо от координат конца отнять координаты 
вектора. 

Задача 7.3. Пусть точки А (3; –7); В (7; –1); С (2; 2) – три по-
следовательные вершины параллелограмма ABCD. Найти коорди-
наты точки D. 

Решение. Векторы BA  и CD  равны. По-
скольку BA = {3 – 7; –7 – (–1)} = {–4; –6}= 
= CD , то для нахождения координат точки D 

мы прибавляем координаты  начала вектора CD  (точка С) и коор-
динаты самого вектора. Координаты точки D находим как в преды-
дущей задаче );( DD yxD , 
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






),6(2
);4(2

D

D

y
x

   откуда D (–2; –4). 

Ответ: D (–2; –4). 
Задача 7.4. Найти числа т и п, при которых векторы a  {т; –1; 

0}  и b


{3; 2; п)  коллинеарны. 

Решение. Составим пропорцию 
n

m 0
2
1

3
, отсюда 













./0
,2/1

,3/

an

m
   откуда получаем  т = 

2
3 ,  п = 0. 

Ответ:  т = 
2
3 ,  п = 0.  2 

Задача 7.5. Заданы точки А (хА; уА; zA) и В (хВ; уВ; zB). Найти ко-
ординаты середины отрезка. 

Решение. Вектор равен 

}.;;{
2
1

2
1

ABABAB zzyyxxАВАС   

Таким образом, координаты точки С 







 

2
;

2
;

2
AB

A
AB

A
AB

A
zzzyyyxxx , 

т.е.     





 

2
;

2
;

2
  BABABA zzyyxxC . 

Вывод. Координаты середины отрезка – среднее арифметиче-
ское между координатами начала и конца. 

Задача 7.6. Заданы точки А (3; –13; 7) и В (–11; –6; 28). Найти 

координату точки С, лежащей на отрезке АВ, таком, что .
2
5

СВ
АС  

Решение. Длина  вектора АС равна 
7
5  длины   

вектора  АВ ,т.е. 

}15 ;5 ;10{}21 ;7 ;14{
7
5

7
5  АВАС . 
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Прибавив  к координатам точки А координаты вектора АС , 
получим С (–7;–8; 22). 

Ответ:  С (–7; –8; 22). 
Замечание.  В общем случае,  если  точка  делит  отрезок АВ 

(А (хА; уА; zA) и В (хВ; уВ; zB)) в отношении 




СВ
АС , то точка С  име-

ет координаты  
































BAВAВA zzуyxxС ;;  

Сравните  эту формулу с формулой для  середины отрезка ( = 
 = 1). 

Задача 7.7.    Найти  координаты вектора длина  которого рав-
на 12, коллинеарного вектору  }1 ;5;3{ а . 

Решение. Длина вектора .3153|| a  Таким образом, ис-
комый вектор в 4 раза длиннее. Поскольку при умножении вектора 
на число  длина вектора увеличивается в () раз, то искомых век-
торов два: a4  и (–4) a . 

Ответ: { 4;54;34  } и { 4;54;34  }. 
Задача 7.8. Пусть AD – медиана треугольника ABC. Разложить 

вектор BC  по векторам  ABa 
  и ADb 


. 

Решение. Искомый вектор BC  = 2 BD . 
Вектор BD = BA  + AD  = – a + b


.  

Таким образом,  
BC  = 2(– a + b


) = –2– a +2 b


. 

Ответ: –2– a +2 b


. 
Задача 3.9.  Точки  М  и  N – середины   сторон  ВС  и  CD па-

раллелограмма ABCD. Разложить векторы BD  и BА  по векторам 
АМа 

  и ANb 


. 
Решение.   Поскольку вектор baANMAMN


  и так как 

MN – средняя линия треугольника BCD, то BD = 2MN, то  
BD = 2 baMN

 22  . 
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Диагональ АС пересекает MN 
в точке K, MK = KN и ОК = KС 
(это следует из подобия пар тре-
угольников: ВОС, МКС и DOC, 
NKC с коэффициентом подобия  
1/2). 

Поскольку точка K – середина  ОС  и длины |AO| = |ОС|,  то 

отношение  АK : АС = 3 : 4 и поскольку   вектор )(
2
1 baAK


 ,  то 

baAKAC


3
2

3
2

3
4  .  Искомый  вектор     

babbaANCACNBA


3
2

3
4

3
2

3
22)(22 






  . 

Ответ:  baBD
 22  ;  baBA



3
2

3
4  . 

Задача 7.10. В правильном шестиугольнике  ABCDEF  векторы 
aBC 

  и bAE


 .  Разложить вектор DF  по векторам a  и  b


. 
Решение. Диагональ AD отсекает от 

шестиугольника трапецию ABCD. Про-
ведем высоты CG  и ВН.  Сумма углов 
шестиугольника равна 720°. Шести-
угольник правильный, отсюда  FAB =  

=
6

720 = 120°;   DAB = 
2

FAB  = 60°. 

Обозначим длину АВ = l. Из прямо-

угольного АВН   АН =
2
l . Аналогично, GD =

2
l , отсюда   

AD = АН + HG + GD = llll 2
22
 . 

Вектор AD  сонаправлен вектору a  и в 2 раза длиннее, т.е.  
aAD 2 .  Вектор  .2 baAEDADE


  Вектор aCBEF 

 . 
Искомый вектор .3)2( baabaEFDEDF


  

Ответ:  ba


3 . 
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Задача 7.11. Пусть О – точка пересечения медиан треугольни-
ка ABC. Доказать, что OCOBOAO


 . 

Решение. Пусть BD – медиана АВС. 
Тогда OD – медиана АОС, поэтому 

)(
2
1 OCOAOD   (так  как  OD – половина  

диагонали ОО'). Так как 
OD
OB = 2, то 

ODOB 2 ,  т.е.    
OOCOBOAOCOAOB


 , 
что и требовалось доказать. 

Задача 7.12. Разложить вектор a  {1; –5} по вектору b


{2;–3} и 
c  {–3; 1}. 

Решение.  Ищем  числа   и  такие, что acb 
 , т.е.  































5

1
1

3
3

2
;    





















5
1

3
32

. 

Два вектора равны,  если  равны  их координаты, т.е. 
































.1
,2

53
,1157

53
,1)53(32

53
,132

 

Ответ:  cbа 
 2 . 

Задача 7.13. Разложить вектор  a  {4; 8,–1}  по векторам b


 {1; 
–1; 0},  c {0; –3; 2},  d


{1; 1; 1}. 

Решение. Ищем числа ,  и , такие, для которых 
adcb 

 , тогда 






















































































120
,83

,40

1
8
4

1
1
1

2
3

0

0
1

1
 






























12
,1223

,4

12
,83)4(

,4
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



























.3
,2

,1

12)21(23
,21

,4
 

Ответ: dcbа
 32  . 

Задача 7.14. Точка А имеет координаты А (3; 5). На прямой у = 

2
2 x  найти такую точку В, что вектор AB  коллинеарен вектору 

}2;1{ a . 

Решение. Точки на прямой у 
2

2 x  имеют координаты 







 

2
2 ; ttВ ,  где t   ℝ. При  этом  вектор AB = att 








 

2
3;3 , 

}2;{ a    (условие коллинеарности), тогда 



































.3
,6

643
,3

64
,3

2
2

3

,3 tt
t
t

t
t

 

Ответ:  В (6; –1). 
Задача 7.15. Найдите значение координаты х, при котором век-

тор c {х; 0; 2} раскладывается по векторам a {1; 3; 4} и b


{–2; 5; 6}. 

Решение. Пусть baс


 , т.е. 















































































26)3/5(4
,3/5
,2

264
,053

,2

2
0

6
5

2

4
3
1 xxx

 



























.3

,5
,11

23/2
,3/5
,2 xx

 

Ответ: 11. 
Задача 7.16. Начало А (х0; у0) вектора AB  лежит на графике 

функции ,
1

12




x
xxy  где х0 – точка максимума этой функции, 
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конец В – на графике функции 2/334
11
x

y  так, что вектор AB  

имеет наименьшую длину. Вектор 11BA  коллинеарен вектору AB  и 

в 62  раза длиннее его. Найти координаты вектора 11BA . 

Решение. Найдем максимум функции 
1

12




x
xxy : 

.
)1(

)2(
)1(
2

)1(
)1()1)(12(

22

2

2

2














x
xx

x
xx

x
xxxxy  

 
При переходе через точку x0 = 0  

производная меняет знак с " + " на "–", 
т.е. х0 = 0 – точка максимума, у(х0) = –1. Тогда А (0; –1) – координа-
ты точки А. 

Точка В лежит на графике 2/334
11
x

y  , т. е. ее координаты  

имеют  вид 







 2/334

11; 
t

tВ ,   поэтому  







 2/334

1; 
t

tAВ ;  дли-

на 3
2

48
1||
t

tAB  . 

Найдем минимум функции 3
22

48
1||)(
t

tABt   при t > 0 (по 

ОДЗ t = x > 0)  

2
10

16
1320

16
12)( 4

5

4  t
t

t
t

tt . 

Таким образом, координаты вектора 









6

1;
2
1 AВ . 

Искомый вектор в  62  раза длиннее, т.е. 11BA = 62 AB  или   

11BA = – 62 AB . 

Ответ: }2;6{ , }2;6{  . 
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Задача 7.17. Найти скалярное произведение векторов: 
а) a  = {2,–5}  и  b


= {–1,–3}; 

б) a = {2,0,–1}  и b


 = {3,–5,1}. 
Решение. а) ( a , b


) = 2(–1) + (–5)(–3) = –2 + 15 = 13; 

б) ( a , b


) = 23 + 0(–5) + (–1)1 = 6 + 0 –1 = 5.  
Ответ: а) 13; б) 5. 
Задача 7.18. Пусть векторы a  и b


 таковы, что | a |= 37 и 

6|| b


, угол между векторами a  и b


 равен 150°. Найти ( a , b


). 

Решение. ( a , b


) = | a || b


|cos150° = 37  6 











2
3 = –63.  

Ответ.  –63. 
Задача 7.19. Пусть длина векторов | a | = 5 и | b


| = 2. Угол меж-

ду векторами a  и b


 равен 120°. Найти скалярное произведение 
векторов 2 a  – 3b


 и  a +2b


. 

Решение. Воспользуемся свойствами 1–4 скалярного произве-
дения: 

.212950
2
1252450

120cos||||||6||2

),(6),(),(2

),3(2),2(2),3(),2(

)3,(2),(2)3,()2,(

)3,2()2,2()3,()2,(

)32,2()32,(

)2,32(),32()2,32(

22

4 свойство

2 свойство

1 свойство

2 свойство

3 свойство

1 свойство3 свойство























baba

bbabaa

bbbaabaa

bbbbbaaa

baabbaaa

babbaa

bbaabababa















 

Ответ. 21. 
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Задача 7.20. Найти косинус угла между векторами a  = {3,–4,5} 
и  b


 = {2,4,–3). 
Решение. Вычислим 

;2515166)3(54)4(23),( ba
  

25505)4(3|| 222 a ; 

299164)3(42|| 222 b


. 
Теперь находим косинус угла: 

58
5

2925
25

||||
),(cos 










ba
ba




. 

Ответ: 
58
5 . 

Задача 7.21.   При каком значении параметра  векторы a  =  
={3, –4, 5}  и b


 = {7, , –1} ортогональны (т.е. образуют угол 90°).  

Решение. Условие ортогональности векторов: ( a ,b


) =0, т.е. 
37 + (–4) + 5(–1)=0  16 – 4  = 0   =4.  

Ответ: 4. 
Задача 7.22. На плоскости  заданы  три точки А (2,–1); В (–4, 2) 

и С (0, 3). Определить тип треугольника (остроугольный, прямо-
угольный или тупоугольный). 

Решение. Угол острый, если его косинус 
положителен; прямой,  если косинус равен 
нулю, и тупой, если косинус отрицателен. 

Косинус угла ABC  – это косинус угла 
между векторами BA и  BC :  

||||
),(,coscos

BCBA
BCBABCBAABC





.  

Поскольку BA = {6,–3} и BC  = {4, 1}, то  

0
85
7

1745
21

14)3(6

1)3(46cos
2222







ABC  

и угол ABC – острый. 
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Самой распространенной ошибкой было бы найти косинус уг-
ла  между векторами BA  и  BC , тем самым мы бы нашли косинус 
внешнего угла  треугольника АВС.  

Найдем косинусы остальных углов: 

||||
),(cos

ACAB
ACABBAC  . 

Так как AB  = {–6, 3} и AC  = {–2,4}, то 

0
5
4

5253
24

2045
1212cos 







BAC . 

Векторы  CA  = {–2,4}  и CB  = {4, 1}, поэтому 

||||
),(cos

CBCA
CBCAACB  = 0

85
2

1720
48








. 

Поскольку cosАСВ < 0, то угол АСВ – тупой, поэтому тре-
угольник  ABC – тупоугольный.  

Ответ: тупоугольный. 
Задача 7.23. Найти угол между медианами острых углов пря-

моугольного треугольника АВС, один из катетов которого в 2 раза 
больше другого. 

Решение. Расположим АВС та-
ким образом, что вершина прямого 
угла А совпадет с началом коорди-
нат, а точки В и С попадут на поло-
жительные части осей начала коор-
динат. 

Пусть АВ = 2АС. Масштаб выберем так, что АС = 1 и АВ = 2. 
Тогда координаты С (0, 1) и В (2, 0). 

Пусть ВМ и CN – медианы треугольника АВС. При этом коор-
динаты   М (0; 0,5) и  N (1; 0). Искомый  угол  равен углу между 
векторами CN  и MB . Так как CN  = {l, –l}  и  MB = {2, – 0,5}, то 

||||
),(cos

MBCN
MBCNACB  .

34
5

2/172
5,2

4/142
)5,0()1(21








  

Ответ:  arccos
34
5 . 
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Задача 7.24. Дан куб  ABCDA'B'C'D.  Найти угол между диа-
гональю B'D и прямой D'P, где Р – середина ВС. 

Решение. Расположим систему 
координат так, как показано на ри-
сунке. 

Пусть длина ребра куба равна 
2. Искомый угол равен углу между 
векторами B'D и D'P (или дополня-
ет его до 180°). Находим координа-
ты этих векторов. 

Координаты точек:  В (0, 0, 2); 
D (2, 2, 0); D (2, 2, 2) и Р (0, 1, 0). 

Координаты векторов:  B'D = {2, 2, –2}; D'P = {–2, –1, –2}. Ко-
синус угла 








||||
),(,cos

PDDB
PDDBPDDB .

33
1

312
2

414444
424








  

Поскольку угол  между векторами  тупой, то угол между прямыми 

дополняет его до 180°, т.е. косинус искомого угла равен 
33

1
. 

Ответ: arccos
33

1 . 

 
Задачи для самостоятельного решения  

 
1. Пусть заданы координаты точек А и В. Найти координаты и 

длину вектора  АВ , если: 
а) А (3;–5)  и  В (–1; –2);  б) А (–3; 7)  и В (0; 9); 
в) А (2; 1; 3) и В (0; –1; 1);  г) А (–4; 5; 0) и В (1; 3; 1). 
2. Даны векторы MN  = {6; –10; 2} и  PQ = {–3; 0; 6}.  Найти ко-

ординаты и длины векторов: a) – PQ ; б) MN
2
3 ; в) MN – PQ ; 

г) PQMN
3
2

2
1  . 
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3. Дан вектор MN  = {4; –1; 3). Найти:  
а) координаты точки N, если М (0; –1; 2);  
б) координаты точки М, если N (5; –2; 1);  
в) координаты середины отрезка MN, если М (1; 1; 2);  
г) координаты середины отрезка MN, если N (3; 5; –l);  
д) координаты точки С, лежащей на отрезке MN и делящей его в 

отношении МС:CN = 1:3, если М (0; 0; –1);  
е) координаты точки D, лежащей на прямой MN и такой, что 

MN:ND = 2:3, если N (2; –3/2; 1/2). 
4. Найти длины диагоналей АС и BD параллелограмма ABCD, ес-

ли А (1; –3; 0); В (–2; 4; –1) и  С (–3; 1; 1). 
5. Треугольник задан координатами своих вершин А (3; 0; –1);  

В(–1; 4; 1)  и  С (5; 2; 3). Найти длину медианы AD. 
6. Известны координаты вершин треугольника А (–2; 8); В (2; 7) и 

С(1; 5). Найти координаты точки пересечения медиан этого треуголь-
ника. 

7. Известны две вершины треугольника A (2; –3; 5), В (–2; 1; –3) и 
точка О (1; 2; 3) пересечения его медиан. Найти координаты вершины 
С этого треугольника. 

8. Точки M1 и М2 – середины отрезков А1В1 и А2В2. Найти длину 
отрезка М1М2, если A1 (0; 1; 2), А2 (1; 2; 1), В1 (–1; –1; 3), B2 (1; 0; 0). 

9. Даны точки А (–1; 2; –2) и В (3; –4; 12). Найти расстояние от на-
чала координат О до точки D, лежащей на отрезке АВ и делящей его в 
отношении AD:DB = ОА:ОВ. Чем является отрезок OD в треугольнике 
АОВ? 

10. Даны вершины треугольника А (4; 5; 0), В (3; 3;–2) и С (2; 2; 6). 
Найти точку пересечения стороны ВС с биссектрисой угла А. 

11. Найти координаты точки С, лежащей на оси абсцисс и одина-
ково удаленной от точек А (1; 2), В (2; 3). 

12. Найти координаты точки М, лежащей на оси абсцисс, если 
расстояние от М до точки А (1; 2; 1) втрое больше расстояния от М до 
точки В (–7; 1; 2). 

13. На плоскости даны два вектора р
 = {2;–3} и q

  = {4; 2}. Раз-
ложить вектор a

  = {2; 13} по векторам р
  и q

 . 
14. На плоскости даны два вектора a

 = {3; –5} и b


= (1; 4). Разло-
жить вектор c

 = (2; 5)  по векторам  a
   и   b


. 
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15. Даны векторы a
 = {1; 0;–l}; b


 = {3; 2; 0} и c

 ={1; 2; 3}. Разло-
жить вектор  d


 = {2; 2; 3} по векторам  a

 , b


 и  c
 . 

16. Разложить вектор c
  = {11; –6; 5} по векторам р

  = {3; –2;1}, 
q
 = {–1; 1; –2},   r

  = {2; 1; –3}. 
17. Из точки A (0; 6) к графику функции у = –x2 + 2х + 2 проведе-

ны две касательные. Точки касания обозначены  В и С. Разложить век-
тор ОА  по векторам АВ  и АС . 

18. К кривой у = 24 х  проведена касательная в точке A (x0, у0), 
где х0 = 2. Эта касательная  пересекает ось  Oх в точке С, а ось Oу  –  в 
точке В. Разложить  вектор СО  по векторам  АВ  и  ОА . 

19. Вершины пирамиды имеют координаты А (–1;2;3), В (1;2;3), 
C(0;5;3) и D (0;3;10). Разложить вектор d по векторам a

 , b


 и  c
 , где 

CDBCABa  32 ,  ABACb 4


, ADc 2
 , d


 = (3; 5;4). 

20. Заданы точки А (35; –16; 20); В (–1; –24; –3); С (–20; 16; –4);   
D (–l; 4; 2). Разложить радиус-вектор точки, координаты которой удов-
летворяют уравнению 15х + 23у – 17z – 43 = 0 по радиусам-векторам 
точек, координаты которых не удовлетворяют этому уравнению. 
(Радиусом-вектором  точки М называется вектор ОМ, где О – начало 
координат.) 

21. Даны три последовательные вершины параллелограмма 
ABCD: А (1; –2; 3); В (3; 2; 1); C (6; 4; 4). Точка М делит сторону CD 
пополам. Требуется: 1) разложить вектор АМ  по векторам СВ  и  ВА ; 
2) найти координаты вектора АМ . 

22. Точки А, В, С лежат на графике функции у = –х2 + 4х. Точка А 
является вершиной этой параболы, абсциссы точек В и С соответст-
венно равны –1 и 3. Разложить вектор СВ  по векторам АО   и СО , где 
О  –  начало координат. 

23. Точки М, N, Р лежат на графике функции у = х2 + 3х – 10. Абс-
циссы точек М, N, Р соответственно   равны: –6;  1;  3. Разложить век-
тор MN  по векторам  ON  и PO , где  О  – начало координат. 

24. Векторы a
 , b


 и  c

  лежат в одной плоскости и образуют по-
парно друг с другом углы 120°. Разложить вектор a

  по векторам  b


 и  
c
 , если   | a

 |=3,  | b


|=2,   | c | = 1. 
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25. В   треугольнике АВС  дано:  АВ = a
 ,   АС  = b


,  | a

 | = | b


|= 2,  
ВАС = 60°. Выразить через a

  и b


 единичный вектор, направленный 
по высоте треугольника, проведенной из А. 

26. В треугольнике АВС на сторонах ВС и АС выбраны соответст-
венно точки N и M так, что прямые AN и ВМ, пересекаясь в точке О, 
делятся в ней в отношении ВО : ОМ = 3:1 и  АО : ON = 2:1. Пусть 
АВ = b


 и СО  = c

 . Найти разложение вектора СВ  по векторам b


 и  c
 . 

27. В треугольнике АВС на сторонах АВ и ВС выбраны соответст-
венно точки D и Е так, что ВD : DA = 3:1 и BE : ЕС = 2:1. Прямые CD 
и АЕ пересекаются в точке О. Пусть АС = р

  и OB = q
 . Найти разло-

жение вектора АВ  по векторам р
  и q

 . 
28. Пусть K и M – середины сторон ВС и CD параллелограмма 

ABCD и АK = a
 , АМ = b


. Выразить вектора BD   и AD  через a

  и b


. 
29. Дан  правильный пятиугольник A1A2A3A4A5. Разложить вектор 

31AA  по векторам 21AA  и 51AA . 

30. Начало А (х0,у0) вектора АВ  лежит на графике  у =
x
x1 , где х0 

– точка минимума этой функции, конец В – на прямой 2х + у + 2 = 0 
так, что вектор АВ  имеет наименьшую длину. Вектор 11ВА  коллинеа-

рен вектору АВ  и в 5 раз длиннее его. Найти координаты вектора 

11ВА . 

31. Начало А (х0,у0) вектора АВ  лежит на графике функции 

1
12





x

xxу , где х0  – точка максимума этой функции, конец В – на 

графике функции  у = 2/334
1
x

   так, что вектор АВ  имеет наимень-

шую длину. Вектор 11ВА  коллинеарен вектору АВ  и в 62  раз длин-

нее его. Найти координаты вектора 11ВА . 
32. При каких значениях   векторы:   а) (2; –3) и {; 1};  б) {; 1}  

и  {0; –2};   в) {–2; 5}  и  {2 – 3; –10} коллинеарны? 
33. При каких значениях х и у векторы a

  и b


коллинеарны, где: 
а) a

  = {х; –2; 5};  b


 = {2; у; –8); 
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б) a
  = {x; 2x; 1};  b


= {у; х2; –4}. 

34. Найти значение координаты х, при котором вектор c


 = (х;0;–2)  
раскладывается по векторам a

  = {1; 3; 4} и b


 = {–2; 5; 6}. 
35. Найти значение у, при котором вектор a

 = {12; 3; –7) раскла-
дывается по векторам  b


 = {3; у; –2}  и  c

  = {–2; 3; 1}. 
36. Найти вектор, коллинеарный вектору a

  = {2; 1; –1}, длина ко-
торого равна 3. 

37. Даны векторы и
 = {2у – 2х2; 2у; –2х2} и v

  =






  yyy

2
1;

2
1;21 2 . 

Найти те значения х и у, при которых эти векторы коллинеарны, но не 
равны. 

38. Даны векторы и
 = {a2; –b; а2 –b}, v

 = {b; –b2; 2 + 4b}. Найти 
все значения а и b, при которых эти векторы будут коллинеарны, но не 
равны. 

39. Найти скалярное произведение векторов a
  и  b


, если: 

а) | a
 | = 3;   | b


| = 4; 



3
2,ba

 ; 

б) | a
 | = 3 ;   | b


| = 1; 

6
, 




ba
 ; 

в) a
 ={3; –1; 5}; b


 = {1; 2; –3); 

г) a
 ={5; 7; 4};  b


 = {2; 3; –8}; 

д) a
  = kji


432  ; b


 = kji


 2 ; 

е) a
 = kji


 2 ;  b


 = CD , где  С (–1; 2; 0)  и  D (2; 1; 3); 

ж) a
 = ;2rqp


  b


 = rqp


2 , где p

  = {3; 4; 2}, q
  = {2; 3; 5}, 

r
 ={–3; –2; –4); 

з) a
 = АВ , b


= CD , где A (–2;–3; 8); B (2; 1; 7); С (1; 4; 5); D (–7;–4; 7). 

40. Найти косинус угла между векторами a
  и b


, если: 

а) a
  = {3; 1; –2},  b


={–2; 3; 4}; 

б) a
  = {–1; 2; –2},  b


={–6; –3; 6); 

в) a
 = ;32 qp


  b


= qp


2 ,  где p

  = {4; –2; 4}, q
 = {6; –3; 2}; 

г) a
 = АС , b


= ВD , где A (1;–2; 2), В (1;4;0), С (–4;1;1), D(–5;–5;3). 

41. Вычислите внутренние углы треугольника АВС, где А (1; 2; 1), 
В (3;–1; 7), С (7; 4;–2). Является ли этот треугольник равнобедренным? 
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42. Найти, при каком значении t векторы kjitp


23   и 

ktjiq

 2  перпендикулярны (или ортогональны). 

43. Векторы АВ  = {3; –2; 2} и ВС  = {–1; 0; –2} являются смеж-
ными сторонами параллелограмма. Найти косинус угла между его 
диагоналями. 

44. Известны вершины треугольника АВС: A (2; –3; 0), B (2; –1; 1), 
С (0; 1; 4). Найти угол между медианой BD и основанием АС. 

45. При каком значении  векторы a
  = (1; ; –2} и b


= {; 3; –4) 

ортогональны? 
46. При каких х и у векторы a

  = {2; х; 2} и b


 = {1; –2; у} перпен-
дикулярны и имеют равные длины? 

47. Вектор c
  коллинеарен вектору a

  = {2; –1; –3}, а вектор a
  

перпендикулярен (ортогонален) вектору c
  + 2 b


, где  b


= {–l; 0; 4}. 

Найти вектор c
 . 

48. Вектор a
  = {х; 1; 2} ортогонален вектору b


 = {2; у; –4}, а дли-

на вектора b


 в два раза больше длины вектора a
 . Найти х и у. 

49. Даны векторы a
  = {2; –1; –1} и b


 = {3; –4; –2}. Найти вектор 

c
 , коллинеарный вектору a

  и такой, что вектор c
 – b


 ортогонален 

вектору a
 . 

50. Найти вектор b


, коллинеарный вектору a
  = {2; 1; –1} и удов-

летворяющий условию (b


, c
 ) = 3, где c

  = {1; 1; –3}. 
51. Даны векторы a

  = {3; –1; 5} и b


 = {1; 2; –3}. Найти вектор c
 , 

если известно, что он перпендикулярен вектору k


 и скалярные произ-
ведения ( a

 , c
 ) = 9  и (b


, c
 ) = –4. 

Введя подходящим образом систему координат, решите следую-
щие задачи. 

52. В равнобедренном треугольнике ABC (АВ = ВС = 8, АС = 12) 
точка Е делит боковую сторону АВ в отношении BE : ЕА = 3 : 1. Найти 
угол между СЕ и  СА. 

53. Дан куб ABCDA'B'C'D. Найти угол между диагональю куба 
АС' и диагональю грани  D'C. 

54. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA'B'C'D' Длины ре-
бер АЯ = 2, ВС = 3, АА' = 4. Найти угол между диагоналями боковых 
граней АВ' и  ВС'. 



 142

ОТВЕТЫ 
 
 

Тема I 
 
1. а) 70;   б) 164; 
2. 45; 135. 
3. а) 49;  б) 80. 
4. А = 30; В = 60; 
С = 90. 

5. 80; 80;  20 или 
  80; 50;  50. 
6. 30, 60, 90.   
7. 10, 140.   
8. 60, 75, 45.   
9. 20, 40, 120.   
10. 48, 72, 60.    
11. 30, 60, 90.    
12. ) 40; ) 12,5.  
13. ) 20; ) 35.    
14. 16.    
15. 50, 110, 20.    
16. 70.  
17. ) 28 ; ) 98 ; 
) 12 ; ) 18 .  
18. ) 16 ; ) 60 ; 
)  60 .   

19. ) 25 ; ) 21 . 
20. 10 м. 
21. 10 ; 10 ; 1 .    
22. 40.   
23.  а) АВ = 10;  
  б) 351АС . 
24. 1) а) 13 см, б) 10 см; 
   2)  а) 8 см;  б) 5 см. 
25. а) 34 ; б) 33 . 
26. а) АВ = 25 см;  
АС = 15 см; ВС = 20 см; 
 б) АВ = 21 см. 

27. а) 27; 36;  б) 486. 
28. 3360. 
29.   б) 28; 35; 21. 

30. 
13
12sin A ;  

;
13
5sin B  

;
13
12cos;

13
5cos  BA  

;
5

12tg A ;
12
5tg B  

.
5

12ctg;
12
5ctg  BA  

31. 
25
24sin A ;  

;
25
7sin C  

;
25
24cos;

25
7cos  CA

;
24
7 tg;

7
24tg  CA

.
7
24ctg;

24
7ctg  CA  

32. 312 ;  12;  24. 

33. 4; 34 ;  8. 

34. 
3
10 .  

35. 15 .   
36. 744 .    
37. 20.    
38. 10.   

39. 
13
25 , 

13
144 .    

40. 45.    

41. 28,8.   
42. 12  .    

43. 
4

27 .    

44. 2 .      
45. 4 .     
46. 8.     

47. 
224 ah

ah


.  

48. 8  2.     
49. 24 .      
50. 75 см2.     
51. 12 .    
52. ) 6 ; ) 8   

18 ; ) 12 .      
53. 10.      
54. 30.     
55.  526   ; 4 см2.      
56. 78 см2 .    
57. а) bc = 3; hc = 3 ; 

;32b  a = 2; 

  б) c = 8;  hc = 32 ;  

    b = 4;  34a . 

58. 12; ;
13
60 ;

13
25  .

13
144  

59. .
12
25 12; ;

12
65 ;

12
169  

60. Катеты: ;5    

  ;52  отрезки  
  гипотенузы 1;  4. 
61. 202,8. 
62. 1.   
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63. 5 , 12 ,  30 см2.     
64. 24.      
65.  5  12.       
66. 36.    
67. 24 .    
68.  108  , 59  .    
69. 240.    
70. 7,2 .    
71. а) Да;  б) нет; в) нет. 
72. а) Нет;  б) да. 
73. 10 см. 

74. ) 0, 
5
3 , 

5
4 ;    

  ) 
104
71 , 

16
5 , 

52
25 ;   

  ) 
32
31 , 

4
3 , 

16
9

 .   

75. ) 12;  ) 4.    
76. 20. 
77. 30. 
78. ;642128   

  ;342412   

  .243864   
79. а) Тупоугольный;     
  б) прямоугольный;    
  в) треугольника не 

существует;   
  г) остроугольный;   
  д) тупоугольный.      
80. 1 см.       
81. 36 см. 
82. 339  см. 

83. 424   см. 
 
84. 16; ;113  .113  

85. 48 см; 1133 см; 

1133 см. 
86. 4,8 см; 4,8 см;  
      3 см. 
87. 9,5 .    
88. 185  .    

89.
4

3113  .    

90. 33 .    
91. 13.   
92. 2  34 .    

93. 28 .    
94. 13.    

95. )31(
3
6

а .    

96.  6. 
97. 12,5 м. 

98. .
8

15  

99. 10. 
100. 13 .      

101. ) 
5

24 ;  

)

;
524

)13(2104124



 

  
524

)13(210415


 . 

102. 3,5.       

103. 11213  . 
 

 
 

Тема II 
 
1. а) 84;  б) 30.    

2. а) 8 см; б) 26
5
8 см.    

3. 2 см; 3 см;  

  )13(
2
2

 см;   

  )13(
4
3

 см2.     

4. 29  или 5 . 

5. а) ;32  б) ;34  

в) ;32  г) ;
3

34 д) 2;  

е) ;7  ж) ;3  з) ;3  
и) 4:1. 

6. а) 6;    б) ;
5

12   

в) ;;
7

212
2

53
 BEAF  

г) .
22
73;5

 CQBP  

7. а) 3 : 1;  б) .1:3  

8. а) 84;  б) 11,2;  в) ;
13
5  

г) .
2
505  

9. а) 8;  б) ;
8
15   

  в) ;153  г) ;46   

  д) .
7
1512  
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10. 210 . 

11. 
3

32 см. 

12. 84 см2, если тре-
угольник остроуголь-
ный; 24 см2, если тупо-
угольный. 
13. 25 м2. 
14. 12 см. 
15. 12 см. 
16. 11 + 109 см.     
17. 28 см.   
18. 4 см;  5 см;  6 см.     
19. 150.    
20. 7 : 3.    
21. 9 : 35.      
22. 99:47.   
23. 36:41.   
24. 5 см  и  4 см.      
25. 10,5 см и 37,5 см.    
26. 2 : 1. 

27. ;
5
6


QE
BQ  .

4
7


QD
AQ  

28. ;
9
1


EC
AE .

25
2


DC
BD  

29. .
7
1   

30. 2 : 1.    
31. 3 : 4.   
32. 7 : 5.     
33.  4 : 3.     
34. 1 : 1.     
35. 21 : 5.     
36. 1 : 4.     
37. 8 : 15.     
38. 2 : 1 : 3.      
39. 5 : 3 : 2.     

40. 3 : 5.     
41. 28 : 5.     

42 а) 5;  б) 
3
20 ;  в) 3,6.     

43. 5 : 6.     
44. 12 : 5.       
45. 1 : 3.     
46. 1 : 7.     

47. 2613 см.      

48. 2 7 см.      

49. 
2

65 .      

50. 
7

12 .     

51. 3,75;  10;  11,25. 
52. 512 .      
53. 7,5.      

54.
5
1518 .     

55. 
16

715 .     

56. 
9
7 .     

57. 
7
313  и 

7
314 .     

58. 20 см.     

59. а)
17
195 см; б)

17
140 см.   

60. 113,6 см;  134,4 см;  
168 см.     
61.  0,8 м; 1 м; 1,2 м. 
62. 10; 25; 20. 
63. В1С1=14 м; АС =4 м. 
64. АС=3 м;  А1С1=1,2 м. 

65. 
ha

ah


. 

66. 1 : 3. 
67. 6 м;  4 м;  6 м. 

68.  а) 193
7

10 см  или   

193
6
5 см; б) 1934 см;  

в)
2

193 см.  

69. 50 см2.    
70. 1:3:5.     
71. 23:12:1  .      

72. 
7

6а ; 
7

2а .     

73. 1 : 9.      
74. 5 : 1.      
75.  25.      

76. 
5
24 .      

77. 2 6 .     

78. 
4

13  . 

 

Тема III 
 
1.  а) 16;    б) 24 ; 

в) .
3
102  

2. 8 м2. 
3. Увеличится в 9 раз. 
4. Уменьшится в 9 раз; 

в 3 раза. 
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5. а) 32;   б) 54 ;  

в) ;
5

1  г) .
5
4  

6. Уменьшится на 
25%. 

7. 16 м. 
8. 12 дм; 25 дм. 
9. 8 м; 18 м. 
10. 1350 см.    
11. 6.     
12. 3.    
13. 66 см.     
14. 1 : 3.    
15. а/2.    
16. )13(22  .  

17. 
32

159 м2. 

18. а) 32 м2;  

б) 328  м; 

   
32

8


м. 

19. 200 м2. 
20. 84 м2. 
21. 24 см2.     
22. 1 : 1.     
23. 16,8.     
24.  150 см2.     
25. 28 см2.   

26.
2

25 см.    

27. 60; 120.     
28. 150.     
29. 14 м; 18 м. 
30. 20. 
31. 30. 

32. 56 м. 
33. 12,8 м;  6,4 м. 
34. 5. 
35. 5. 
36. 10 и 14 см.     
37.  1/2.    
38. 100 см2.    
39. 2.    
40. 52.     
41. 321 см.     
42. 8 см2.     
43. 105 см.     

44. 19 см.     
45. 30 и 15 см.      
46. 4.     
47. 3; 2; 3.     
48. а и a+b.     
49.  39. 
50. 29. 
51. 4,32. 
52. 8 : 3.     
53. 12.     
54. 5. 
55. 600. 
56. 33 . 

57.
3

100  и  20.    

58. 
ba

ab


2 .    

59.
ba
ba

3
3

 .     

60. 4 и 12 см.    
61. 10.    
62. 9.    
63. 16 см2.    
64.  6 или 8.     
65. 80 см2.     

66. 256 см2.     
67. 144.      
68. 50/3.    
69.  2.       

70. 
3
2682  см2.      

71. 957 см2.       

72. 32 см2.       
73. 9 см.    
74. 3ab/4.    
75. 2.     
76. 3/2.     
77. 11 : 5.    
78. 49 : 53.     
79. 13.     
80. 4/5.    
81. 1/7.    
82. 6.     
83. 1.    
84. 3.   
85. 310 .     
86. 6.    

87. 
9

32 .     

88. 211 .     
89. а) 3 : 5; б) 8 : 3. 
90. 1 м.      
91. 1 м. 
92.  120. 
93. 27. 
94. а) 120;  б) 144. 
 

Тема IV 
 
1. 60, 30 или  140, 

110. 
2. 101 или 36. 
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3. 36, 48, 96. 
4. а) 4; б) 12. 
5. а) 20 м;  б) 70 см. 

6. а)
2

1 м; б) 12,5 см. 

7. 36,2 см. 
8. 4. 
9. 8/. 

10. а) 
3
k ; б) 

22
k ;  

  в)
33

2 k . 

11. а) ;3

l  б) ;22


l   

в) .
2

33


l  

12. 25 см. 
13. 25/. 
14. а) 100 м2;  
      б) 16 дм2. 

15. а) 2 см; б)

25 м. 

16. 25 см2. 

17.  а)  


16 см2; 

   б) 26  см. 
18. а) 9;  б) 6. 
19. а) 9 – 18; 

б) 396  . 
20. 16 см.     
21. 12 и 20 см.   
22. 5     
23. 45.     
24. 1 : 2. 

25. 80, 60 и 40.  
26. 12 см.     
27. 4 см.    
28. 30 см.      
29. 2.     
30. 10 см. 
31. 16 см. 
32. 6. 
33. 8.     
34. 2 и 4.  
35. 60 и 120.     
36. 30 и 60.     
37. 0.     
38. 62 .    
39. 2/3.    
40. 2 см.   

41.
61

120 м.    

42. 
35

22 м.    

43. 






 


4
1 см2.  

44.
12
32  м2.    

45. 






 


2
1

4
м2.    

46.
6

2R .     

47. 
3
2 .     

48. 3.     
49. 6 см.    
50. 34.    
51. 21 и 28 см.    

52. 
3

610 .     

53. 1 и 4.     
54. 2.     
55. 5.    
56. Rr2 .    

57. Rr2 .    
58. 48 и 30 см.    
59. 8.   
60. 4.    

61.
9

)1027(10  .   

62.
2

1
2/sin1
2/sin1














 .  

63. 4 см.      
64. q2/р.      
65. 4.     
66. 128/5.     

67. 31425 . 
68. 9. 
 

Тема V 
 

1. а) 310 см; б)
3
35 см. 

2. 1) а) ;3r ;
3

37
R  

;
3
7

d   б) ;
2
66

r  

;
664

325
R ;

1056
19825

d  

2) а) ;32   ;
3

314
  
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   б) ;66 ;
662

325
  

3) а) 3;  ;
3
7
  

    б) ;
2

33
  .

1056
105625

  

3. R  = 29 см; r = 12 см;  
d = 145 см. 

4.  40 см;  42 см. 
5. а) вне треугольника; 

б) внутри треуголь-
ника; в) на стороне 
треугольника. 

6. а) А = 67; В = 
=23; С = 90; 

  б) А = 55; В = 
=35; С = 90. 

 
7. а) А = 51; В = 

=С = 64,5; 
б) А = 129; В = 

=С = 25,5. 
8. а) 5;  б) 25 . 

9. ).33(
4

25
  

10. 85/8. 
11. 24. 
12. 16. 
13. 5. 

14. 
3

34 . 

15. 21 и 4 см. 
16. 4 и 3 см. 
17. 16 см.  
18. 150. 
19. 1. 

20. 
91
6 . 

21. 4,2. 

22. ;
2
5 a ;

2
13 a 2

4
25 a . 

23. .
24

tgtg8 





 




  

24. 12. 

25. arctg
12
5 ; arcctg

12
5 . 

26. 3. 
27. 10. 

28. 
2
1 . 

29. 
3

62 . 

30. ;
8

3745333  

.
62

3745333  

31. 62 . 
32. 2/3. 
33. 23 . 
34. 5 . 

35. .
13

135  

36. 4. 

37. 
3

)132(50  . 

38. 3. 

39. .
20
84  

40. 3 и 6. 
41. 10 и 8 см. 
42. 3/2. 

43. .13
6
7

  

44. .15
11

108  

45. .
2

32   

46. 8. 
47. 230,4. 
48. 3. 
49. sin 55:sin40:sin85. 
50. 6(tg10 + tg20). 
51. 33 . 
 
 

Тема VI 
 

1. 28 . 
2.192. 
3. 30 см. 
4. 60 см2. 
5. 15 см. 
6. 5. 
7. 9 см,   12 см,   15 см, 

12 см.  
8. 5. 

9. .
5

54 R  

10. .
3
2 a  

11. 2 см и 14 см. 
12. 1 см и 4 см. 
13. 80. 
14. 150. 
15. 3432 . 
16. 25 см и 9 см. 
17. S2 . 
18. 1. 
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19. 24. 
20. 642 м2. 
21. 98 м2. 

22. 
4

sin . 

23. 10. 

24. 
2

13arccos  .  

25. ).25arccos(   

26. 2

2

2
2arcsin

RS
R


 . 

27. 1,6. 
28. 10 см. 

29. 
42
145 . 

30. 
5

518 . 

31. 232 . 

32. 
3

34 . 

33. 2. 
34. 16. 
35. 724  . 

36. .
4

33  

37. .
11
10  

38. 7/6. 
39. 72. Можно. Нельзя. 
40. 5. 

41. .
)sin(2

sinsin2


a  

42. 55. 

43. ),33(
6
1


3
2 ,

3
2 . 

44. 1 м. 

45. bd
ba

dbaa

 )( . 

46. 222

33

)(
8

rR
rR


. 

47. aba 2 . 

48. ctg2 .1:
4
  

49. .4sin 222 cRc   
50. 30 см2. 

51. 
5

58
. 

52. 30. 
53. 75. 
54. 8 см. 
55. 16 дм. 

56. 
2

3Q . 

 
Тема VII 

 
1. а) {–4; 3}, 5;   
  б) {3; 2}, 13 ;  

  в) {–2;–2;–2), 32 ; 

  г) {5; –2; 1}, 30 . 

2. а) {3; 0; –6}, 53 ;  

  б) {9; –15; 3}, 315 ; 

   в) {9; –10; –4), ;197   

   г) {–5; 5; 3), 59 . 
 
 

3. а) (4; –2; 5);  
  б) (1; –1; –2);  
  в) (3; 0,5; 3,5);  
  г) (1; 5,5; –2,5); 

  д) 





 

4
1;

4
1;1 ;  

  е) (–4; 0; –4) или  
     (8; –3; 5). 
4.  33   и  113 .       

5. 19 .       

6. 







3
20;

3
1 .      

7. (3; 8; 7).       

8. 
2
29 . 

9. 







8
5;

8
7;

4
1 . 

10. 







5
2;

10
27;

10
27 .       

11. (4; 0). 
12.  (–10; 0; 0) или  
   (–6; 0; 0). 
13. qpa


23  . 

14. bac


17
25

17
3

 . 

15. cbad


23  .  
16. rqpc


 32 . 

17. ACABAO
8
3

8
3

 . 

18. OAABCO  4 . 
19.

.
119
53

357
71

119
38 cbad 


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20.   OAOD
19
3  

.
76
25

19
1 OCOB   

21.  BACBAM
2
1  

= {4; 4; 2}. 

22. OACB 2 . 

23. .
13
49 PQMN    

24. cba


35,1  . 

25. 
32
ba


  

26.  .
7
4

7
12 bca


  

27. .
5
6

5
2 qpAB


  

28. .22 abBD


  

29.  1(5131 AAAA   

    .)72cos2 21AA  
30. {12; 6} и {–12;–6}.    
31. { ;6 2}  и  

{ ;6 –2}. 
 
     

32. a) ;
3
2

  б) 0;   

   в) –1   или 4. 

33. а) ;
4
5

x  ;
5

16
y   

  б) x = –8;  y = 32. 
34. –11.       
35. 6. 

36.













2
3;

2
3;6   

или  














2
3;

2
3;6 . 

37. {(1; –2),(–1;–2), 
(1;–1), (–1; –1), (0;0)}. 
38. {(l;–2),(l;–l),(–l;–2), 
(–l;–l), (0;0)}. 

39. a) –6;  б) 
2
3 ; в) –14; 

г) –1;   д)  12;  e) 2;   
ж) –41; з) –66. 

40. а) ;
406
11

  б) ;
9
4

  

в)
863
23 ;  г) 0. 

 
 
 

41. arccos ;
49
12







  

   arccos ;
1227
61









  

   arccos ;
1227
61









  

    является. 
42. –6. 
43. /4.       
44. /4.       
45. –2.       
46. x = –1; у = –2. 
47. {4; –2; –6).      
48. x = 2; у =4.      
49. (4; –2; –2).      

50. .
2
1;

2
1;1







   

51. {2; –3; 0}.       

52. arccos
8

73 .       

53. /2.       

54.  arccos .
25

58  
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