Геометрический метод решения некоторых уравнений и систем.
Цель:
- на примерах рассмотреть геометрический способ решения алгеб-раических уравнений и систем;

- на примерах проанализировать рациональность применения этого метода;

- рассмотреть применение теоремы косинусов для решения некоторых видов иррациональных уравнений.

Автор:Уцин Павел Александрович (ГПОУ Забайкальский горный колледж имени М.И.Агошкова)

Применение свойств прямоугольного треугольника.
Рассмотрим применение геометрического метода на примере достаточно несложных систем уравнений. Причем решение данных систем будем проводить и аналитически. Суть метода: разглядеть в алгебраических уравнениях формулировки теорем геометрии, а именно, -  теорему Пифагора, теорему о пропорциональных отрезках и формулу площади прямоугольного треугольника.

Пример 1. Найти решение системы уравнений      [image: image2.png]



Решение (геометрический метод).
     По теореме (обратная теореме Пифагора) из уравнения х2 + у2 =32 , числа х и у являются катетами треугольникаАBD (угол D= 900) с гипотенузой АВ = 3.

     Рассматривая уравнение у2 + z2 = 16, построим треугольник BDC, где у и z – катеты, а ВС = 4 – гипотенуза.

Третье уравнение y2 = xzпозволяет понять, что число у есть среднее пропорциональное чисел х и z.

[image: image3.png]



     По теореме (обратная теореме о пропорциональных отрезках)угол АВС = 900

[image: image4.png]AC=(x+2)=V9+16=75,




Тогда   [image: image6.png]AB?=AD *AC, 9=x+5 x=





[image: image7.png]16
BC?=DC+AC, 16=z+5 z=





Внимание: данный прием приводит к потере корней. Мы можем убедиться, что [image: image9.png]



Решение (алгебраический метод).
Решение системы несложно и проводится без дополнительных комментариев:
[image: image10.png]
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[image: image16.png]252 —144=0, y?




Если  [image: image18.png]


 то[image: image20.png]144





Если  [image: image22.png]
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Если  [image: image26.png]
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Ответ: [image: image34.png]



Пример 2.Найти решение системы уравнений     [image: image36.png]{, y/xZ—y2 =48,
+y+ 2 =24




Решение (геометрический способ). 

В связи с тем, что [image: image38.png]


следовательно, у,[image: image40.png]


и х – являются длинами соответственно катетов и гипотенузы некоторого прямоугольного треугольника. Из первого уравнения системы следует, что площадь этого треугольника S=24, а периметр из второго уравнения равен P=24. Радиус вписанной в этот треугольник окружности равен [image: image42.png]


Но радиус вписанной в прямоугольный треугольник окружности равен[image: image44.png]



Получаем  [image: image46.png]y +/x2—
y—x=4



При вычитании из второго уравнения системы полученного равенства, получаем х = 10. Подставив значение х, из второго уравнения системы при решении  стандартного иррационального уравнения находим

[image: image47.png]



Ответ: (10;6);(10;8).

Решение (алгебраический способ).

[image: image48.png]{, Y2 —y? =48;
+y a2 =24




Возведем в квадрат уравнение системы
[image: image49.png](x+ )2 + 20+ Y& —yZ+x? 576,




[image: image50.png]X% + 2y + y2 + 2x/x% — y2 + 20/ —yZ + x%

576,




С учетом, что [image: image52.png]


 = 96, имеем  [image: image54.png]2x% 4 2xy + 2x,/xF — y2 + 96 = 576,




[image: image55.png]48x 48x  48x
22+ 2y + = = 480, 24x— ==+ =240, 244=240, x=10




Подставив значение х, из первого уравнения имеем:  [image: image57.png]V100 — xZ = 48,
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Проверкой можем убедиться, что решения системы положительны:[image: image60.png]



Ответ: (10;8); (10;6). 

Пример применения векторов к решению иррационального уравнения.
В следующем примере применение геометрического метода не является очевидным, как в предыдущем, потому что оно построено на понятии коллинеарных векторов и формуле скалярного произведения векторов в координатах.

Пример 3.  Найти решение уравнения [image: image62.png]2Vx—1+5x = /(x> + 4) (x + 24);




Решение (геометрический способ).
[image: image64.png]2Vx—1+5x=/(x> +4)(x + 24)



                                (1)

     Введем векторы [image: image66.png]B(2;x)



и [image: image68.png](= 1);5).



При нахождении скалярного произведения данных векторов имеем:[image: image70.png]x—1+5x,

prd=



а произведение длин векторов будет равным [image: image72.png]1Bl * 1G] = VA+ x% =[x + 24.



 На основании соотношения [image: image74.png]


 имеем:

[image: image76.png]2Vx—1+5x = /(x> + 4) (x + 24);



            (2)

Замечаем, что левые и соответственно правые части данного уравнения (1) и полученного неравенства (2) совпадают. Но, согласно уравнению (2), левая и правая части неравенства (2) должны быть равныили должно выполняться условие:

[image: image77.png]



что возможно в случае, когда векторы [image: image79.png]B(2;x)



и [image: image81.png]i(J(x—1);5)



 коллинеарны. Данные векторы, в свою очередь, коллинеарны, когда одноимённые координаты пропорциональны или
[image: image82.png][©




Следовательно, уравнение (1) равносильно уравнению (3), которое, в свою очередь, равносильно уравнению:[image: image84.png]100=0.




Решение:
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Единственным корнем этого уравнения является значение [image: image88.png]



потому что уравнение [image: image90.png]x?+4x+20=0



действительных корней не имеет.
Решение (алгебраический способ).

Решение урав. (1) алгебраическим методом стандартно, но трудоемко:
[image: image91.png]2Vx—1+5x=/(x2+ ) (x + 24);




[image: image92.png]4(x — 1)+ 25x% + 20x +Vx — 1 = (x2 + 4) (x + 24),




[image: image93.png]4x — 4+ 25x% + 20x/x — 1 = x® + 24x% + 4x + 96




[image: image94.png]—x3 +x% + 20xyx — 1 = 100,




[image: image95.png]x2(x—1)—20x/x—1+100=0




[image: image96.png](xVx—1-10)>=0,




[image: image97.png]xWx—1-10=0,




[image: image98.png]x?(x—1) =100,




[image: image99.png]—100=





подбором находим число, при котором происходит выполнение равенства [image: image101.png]—100=





[image: image102.png]



Правая часть неравенства делится на [image: image104.png]


 деление происходит без остатка; значение частного от деления: [image: image106.png]x? + 4x + 20.



 Урав. [image: image108.png]x? +4x+20=0



 не имеет действительных корней.

Ответ:5.
Применение формулы расстояния между двумя точками.
Пример 4. Найти решение системы уравнений

[image: image109.png]3x+4y =26,
NP+ yT—4x+2y+5+/x2+y2—20x— 10y + 125 =





Решение (геометрический способ).

Рассмотрим слагаемые второго уравнения.

[image: image110.png]Vit yi—ax+2y+5=/F—x+ D)+ 2 +2y+ D)=

—JG—22+ (G + DL




Пусть оно - расстояние между «текущей» точкой  М(х;у)  и точкой А(2;-1).

[image: image111.png]0x

0y+125
(x2 = 20x+ 100) + (y2 — 10y + 25) = /(x — 10) + (y — 5)2.





Пусть оно - расстояние между точками М(х;у) и В(10;5).

Найдём расстояние между точками А и В:[image: image113.png]AB = J(10—2)7+ (5 + 1)2 =10




Из этого следует, что [image: image115.png]AM + BM =AB,M € AB.



Теперь составим уравнение прямой АВ, проходящей через А и В:
[image: image116.png]y=kx+b. {—1:2k+b,{k:0,75,

5=10k+b; b





Имеем :[image: image118.png]y =0,75x — 2,5 um 3x— 4y = 10;



 Получаем новую систему:

[image: image119.png]



Ответ: (6;2).
Решение (алгебраический способ).

Решение системы алгебраическим способом оказалось трудным и нерациональным:
[image: image120.png]3x+4y =26,
NP+ yT—4x+2y+5+/x2+y2—20x— 10y + 125 =





1)[image: image122.png]VP +y —ax+2y+5= /& -+ D+ (F+2y+ D)=

J&—-222+ @+ D3




2)   [image: image124.png]X+ y2 = 20x— 10y + 125 = /(2 — 20x + 100) + (yZ — 10y + 25) =
(x—10)2+ (y—5)%;





[image: image125.png]Ja=22+(+1)2=10—/(x—10)* + (y — 5)2




[image: image126.png]2
J(x72)2+(26;3"+1) :107\](x710)2+(25;3"75)2;




Видим, что дальнейшее решение уравнения аналитически   нерационально, в связи с чем, решение было остановлено.

Краткий анализ рациональности решения уравнений и систем геометрическим способом.
Геометрический способ решения уравнений и систем в алгебре не усложняет решение. Основная трудность при использовании этого метода - неочевидность, особенно в  примере (3), где до применения векторов нужно додуматься или хотя бы представлять себе эту возможность. Все рассмотренные уравнения и системы (за исключением последней) предусматривают возможность стандартного алгебраического решения. Следовательно, на экзамене при дефиците времени учащийся осознанно выберет понятный для него путь решения. В связи с вышеизложенным понятно, что рациональность геометрического способа – вопрос спорный, но при решении системы в примере (4) этот способ – единственно возможный, более того, он еще и красив! Тем более, что формула расстояния между двумя точками легко узнаваема. 

При решении системы в примере 1 геометрический способ представляется эффективным, если в условии не требуется находить решения системы, а, предположим, значения x + z, y(x +z) и т.д. Но из геометрического рисунка ответы на данные вопросы становятся очевидными.

Иррациональные уравнения и теорема косинусов.
Рассмотрим, как найти решениеиррационального неравенства, используятеорему косинусов.

Пример5.Найти решение уравнения:

[image: image127.png]9+x2—3x/2+ [16 +x2 — 4x/2=5. )




Решение.

	Сначала попробуем доказать выполнение неравенства:
[image: image128.png]9+ x2—3xV2+ [16+x?—4x/2=5




Увидим, что если [image: image130.png]




	[image: image131.jpg]





[image: image132.png]9+x2—3x/2=_[9+x2+3[x[V2=2V9=3




[image: image133.png]J16+x2 —4x\2 J16+x2 +4|x|V2 = V16 = 4,




Следовательно, левая часть неравенства не меньше, чем 3+4=7.

     Чтобы убедиться в истинности неравенства при [image: image135.png]x>0



, рассмотрим треугольник ACD, в котором АС=3, CD=x, a угол  ACD = [image: image137.png]a = 45°



В силу теоремы косинусов имеем:

[image: image138.png]AD = \JAC? + CD? — 2+ AC » CD * cos 45° = 9+ x2 — 3xv/2.





Но, аналогично, если СВ=4, CD=x, а угол BCD = [image: image140.png]B = 459



из треугольника ВСD имеем DB = [image: image142.png]



Так как угол АСВ [image: image144.png]=90°%AB =+AC? +B(C?* =




 Следовательно, с помощью неравенства треугольника получаем:

[image: image145.png]9+x2—3xV2+ [16+x? — 4xV2=AD + DB = 4B =5,




 Интересно, что в основу неравенства (1) положен египетский треугольник - прямоугольный треугольник со сторонами 3,4,5.

 Но тождество (1’) не может быть истинным при [image: image147.png]


, а при x>0 левая часть равна[image: image149.png]AD + DBuAB = 5.



Понятно, что [image: image151.png]AD + DB = AB



в случае, когда точка D лежит на отрезке АВ. Следовательно, еслиCD – биссектриса угла С, единственным корнем уравнения (1’) является x=CD*.

Длина биссектрисы треугольника АВС, которая проведена из вершины С, вычисляется по формуле Симпсона:

[image: image152.png]AB"**{»AC"@fBD *DC,
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[image: image156.png]AD —



 единственный корень уравнения (1’). Ответ: [image: image158.png]12v2
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